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Beispiel 1: Montagsauto

Nach weit verbreiteter Meinung ist ein montags gefertigtes Produkt
(z.B. Auto) eher (mit gréBerer Wahrscheinlichkeit) mit Produk-
tionsmangeln behaftet.

Formale Darstellung:

Q - Menge der produzierten Autos
Mo C Q - Menge der montags produzierten Autos
ACQ - Menge der mit Mangeln behafteten Autos

Zufallige Auswahl eines Autos:

Laplacescher Wahrscheinlichkeitsraum

Kapitel VIII - if W inli i L singigkeit von



Beispiel 1: Montagsauto

Formale Darstellung:

#Mo  Anzahl der Montagsautos
#Q Anzahl aller Autos

- P(Mo) =

#A _ Anzahl Autos mit Mangeln
#Q Anzahl aller Autos

P(A) =

Behauptung (s.o0.):

Anteil der Autos mit Mangeln unter den Montagsautos ist groBer
als Anteil der Autos mit Mangeln unter allen Autos.
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Beispiel 1: Montagsauto

Anteil Autos mit Mangeln unter den Montagsautos:

HEDA P(Mon A)

Anzahl Montagsautos mit Méngeln  #MoNA g
Anzahl Montagsautos  #Mo i"é" ~ P(Mo)
Anteil Autos mit Mi3ngeln unter allen Autos: % = P(A)
Damit lautet die Behauptung formal: % > P(A)
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Beispiel 1: Montagsauto

Interpretation:  (falls Behauptung richtig)

Wenn ich feststelle, dass mein neues Auto an einem Montag
hergestellt wurde, werde ich eher mit Mangeln rechnen als vor
dieser Feststellung.

Das Ereignis “Montagsauto” beeinflusst das Ereignis “Mangelauto”
positiv.
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Beispiel 2: Wiirfeln mit zwei verschiedenfarbigen
Wiirfeln

Zielsetzungen:
(a) Summe der Augenzahlen gerade
(b) Summe der Augenzahlen moglichst groB

Ereignis: A: " Augenzahl des ersten Wiirfels = 6".

Intuitiv wiirde man sagen:
A hat keinen Einfluss bei der ersten Zielsetzung

A hat einen positiven Einfluss bei der zweiten Zielsetzung
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Beispiel 2: Wiirfeln mit zwei verschiedenfarbigen
Wiirfeln

Formale Uberpriifung:

Gesamtheit aller Kombinationen von Augenzahlen:
Q={(i,k)|i,k=1,2,...,6}

Faire Wiirfel: P ((i, k)) = & fir i,k =1,2,...,6.

A = "Augenzahl des ersten Wiirfels = 6"

= {(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}
B = "Summe der Augenzahlen ist gerade”

= {(1,1),(1,3),(1,5),...,(6,2),(6,4),(6,6)}
C = "Summe der Augenzahlen ist mindestens 10"

= {(4,6),(5,5),(5,6),(6,4), (6,5), (6,6)} -
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Beispiel 2: Wiirfeln mit zwei verschiedenfarbigen
Wiirfeln

Formale Uberpriifung:

Gesamtheit aller Kombinationen von Augenzahlen:
Q={(i,k)|i,k=1,2,...,6}
Faire Wiirfel: P ((i, k)) = 35 fiir i, k=1,2,...,6.
ANnB = {(6,2),(6,4),(6,6)}
ANnC = {(6,4),(6,5),(6,6)}
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Beispiel 2: Wiirfeln mit zwei verschiedenfarbigen
Wiirfeln

B liegt bei 18 Kombinationen insgesamt und 3 Kombinationen aus
A vor, der Anteil ist also jeweils derselbe:

#ANB
L _#ANB _ o~ _PANB) _#B g 1

2 #A % T OP(A) T #Q

C liegt bei 6 Kombinationen insgesamt und 3 Kombinationen aus
A vor, der Anteil ist also bei A hoher als insgesamt

1_#A0C_#QSC_P(AHC)>#7C_P(C)_}
2 H#A %  P(A) #Q 6

Die Intuition wird also durch die formale Uberpriifung besttigt.
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Kapitel VIII -

Allgemein:

Uberpriifung auf positiven (negativen, keinen) wahrscheinlich-
keitstheoretischen Einfluss von einem Ereignis A auf ein Ereignis B
durch Vergleich von

P(AN B)

PA) (P(A) #0) mit P(B).




Definition

P(B|A) = Pg{/}f) heiBt bedingte Wahrscheinlichkeit von B

unter der Bedingung A.
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Kapitel VIII -

P(BJA) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis B an, wenn sicher
ist, dass Ereignis A eintritt.

Folgerung:
P(AN B) = P(B|A)P(A)

Spezialfall:
BCA - AnB=B

P(B) = P(B|A)P(A)




Satze von Bayes

@ Ein WahrscheinlichkeitsmaB fiir die Teilgesamtheit A:

Sei (2, A(2), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A € A(Q2) mit
P(A) # 0.

Sei ferner
A()a={M e A(Q)|M C A}
und

PA : A(Q)A — [O, l]

definiert durch

—

Pa(M) = B0

Dann ist (A, A(2)a, Pa) Wahrscheinlichkeitsraum.
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Die bedingten Wahrscheinlichkeiten liefern

@ ein modifiziertes WahrscheinlichkeitsmaB fiir die
Grundgesamtheit Q:

Sei (2, A(R2), P) Wahrscheinlichkeitsraum, A € A(Q2) mit
P(A) # 0.

Sei fiir B € A(Q)

P(BNA)

P(B|A) := PA(BNA) = P(A)

dann ist P(:|A) : A(Q) — [0, 1] ein WahrscheinlichkeitsmaB
auf (Q, A(Q)).
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Bemerkung;:

Analogie “bedingte relative Haufigkeit” und “bedingte
Wahrscheinlichkeit”

Bedingte relative Haufigkeit:

p(a, b)
p(b)
p(a, b) relative Haufigkeit des gemeinsamen Auftretens

der Merkmalsauspragungen a und b
p(b) relative Haufigkeit der Bedingung b

p(alb) =
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Bemerkung;:

Analogie “bedingte relative Haufigkeit” und “bedingte
Wahrscheinlichkeit”

Bedingte Wahrscheinlichkeit:

P(A|B) = P(;‘(g)B)

P(AN B) Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen
Eintretens der Ereignisse A und B.
P(B) Wahrscheinlichkeit der Bedingung B
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P(A|B): Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis A, falls sicher ist, dass
Ereignis B eintritt.

B beeinflusst A positiv (im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinn),

falls
P(A|B) > P(A)

Beispiel: B - “Glatteis”, A - “Unfall”




Kein Einfluss von Ereignis A auf Ereignis B (P(A) # 0):

P(AN B)

P(B) = P(BIA) = —5

aquivalent dazu
P(A)P(B) = P(AN B)
bzw. (P(B) # 0):

P(AN B)

PA = "re)

= P(A|B)

“kein Einfluss von Ereignis B auf Ereignis A”.
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Definition:

Sei (2, A(Q2), P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse
A, B € A(Q) heiBen unabhingig, wenn

P(AN B) = P(A)- P(B)
gilt.
(Vergleiche dazu: Definition der Unabhangigkeit von Merkmalen

p(a, b) = p(a) - p(b), fiir alle a und b)
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Bemerkung:

“A beeinflusst B positiv":

P(B|A) = P(;‘(Q)B) > P(B)
& P(ANB)> P(A)P(B)
o P(AB) = P(Ff‘(g)B) > P(A)
& “B beeinflusst A positiv"

Also: Einfluss im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinn ist eine
symmetrische Beziehung, also nicht notwendig kausal.
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Zusammenfassung: Analyse eines wahrscheinlichkeitstheoretischen
Zusammenhangs zwischen zwei Ereignissen A und B

Vergleich von: Wahrscheinlichkeit von B (P(B)) mit bedingter
Wabhrscheinlichkeit von B unter der Bedingung A (Wahrschein-
lichkeit von B, falls sicher ist, dass A eintritt):

Q
P(BIA) = 2457 '
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Zusammenfassung: Analyse eines wahrscheinlichkeitstheoretischen
Zusammenhangs zwischen zwei Ereignissen A und B

1.) P(B) < P(P/EQ\)B): Unter der Voraussetzung, dass A eintritt, ist

B wahrscheinlicher. A "“beeinflusst B positiv".

2) P(B) = szr;;s): Die Wahrscheinlichkeit von B verandert sich

durch die Voraussetzung A nicht. A “beeinflusst B nicht”.

3) P(B) > szr;;s): Die Wahrscheinlichkeit von B wird durch die

Voraussetzung A geringer. A “beeinflusst B negativ".
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22



Beispiel: Gedachtnislosigkeit der
Exponentialverteilung

T Lebensdauer einer Anlage
(Zeitdauer vom Einschalten bis zum ersten Ausfall)
T exponentialverteilt mit Parameter A
P(T<t)=1-—exp Mfiirt>0

E(T)=+ (erwartete Lebensdauer)

23
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Beispiel: Gedachtnislosigkeit der
Exponentialverteilung

Angenommen:  Anlage lduft schon ty > 0 Zeiteinheiten
storungsfrei.

Frage: Haben sich die "Lebenschancen” der Anlage durch
die bisherige Betriebsdauer verschlechtert,
verbessert oder sind sie gleichgeblieben?

T —ty: "Restlebensdauer” der Anlage

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Restlebensdauer einer Anlage, die
to Zeiteinheiten stérungsfrei gelaufen ist (T > tp):

P(T—t<tlT>t)="7

Kapitel VIII -
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Beispiel: Gedachtnislosigkeit der
Exponentialverteilung

Plto< T, T —ty <'t)
P(T> to)
P(to < T <t+1t) F(t+t)— F(t)

P(T -t <t|]T >t) =

P(T > to) o 1— F(to)
1— e—)\(t-‘rto) _ (1 _ e_’\to)
e~ Ao
e Mo(1 — e )
e— Mo

= 1—e?t

= P(T <1t).
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Kapitel VIII -

Die Restlebensdauer einer Anlage die ty Zeiteinheiten stérungsfrei

gelaufen ist, ist genauso verteilt wie die Lebensdauer einer neuen
Anlage.

Die Lebenschancen sind also trotz der Betriebsdauer tg
gleichgeblieben ( “keine Alterung”).

Die Anlage hat kein "Gedachtnis” beziiglich der bisherigen
Betriebsdauer.

Man bezeichnet dies als

“Gedichtnislosigkeit / Markow-Eigenschaft der
Exponentialverteilung”




Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe von
bedingten Wahrscheinlichkeiten

Beispiel: “Ubergangswahrscheinlichkeiten”

Ein(e) Studienabgénger(in) der Universitit Karlsruhe (Wi.-Ing.)
bewirbt sich bei einem groBen deutschen Konzern. Das
Auswahlverfahren des Konzerns verlauft in folgenden Schritten:
1.) Sichtung der Bewerbungsunterlagen

2.) Assessment Center (AC)

3.) Interview in der Personalabteilung

4.)

Personliches Gesprach mit dem Abteilungsleiter der
entsprechenden Abteilung
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Beispiel: “Ubergangswahrscheinlichkeiten”

Nach jedem der Schritte 1.) - 4.) wird eine Entscheidung iiber die
Weiterfiihrung des Verfahrens getroffen. Nach Schritt 4.) trifft der
Abteilungsleiter die Einstellungsentscheidung.

Die moglichen Ereignisse fiir die Bewerberin (den Bewerber) sind:

Al  Absage nach Schritt 1
A2 S e 2
A3 S e 3
A4 !
E Einstellungsangebot
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Beispiel: “Ubergangswahrscheinlichkeiten”

Sie (er) schatzt ihre (seine) Chancen wie folgt ein:

80%
50%

70%

95%

fiir keine Absage nach Schritt 1

fiir das Uberstehen des AC, wenn eine Einladung dazu
erfolgt

fiir eine guten Eindruck (keine Absage) beim Interview,
falls diese Stufe erreicht wird

fiir eine Einstellung nach dem Gesprach mit dem
Abteilungsleiter.

Wie groB sind die Einstellungsaussichten?
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Beispiel: “Ubergangswahrscheinlichkeiten”

Sei

Q die Menge der Bewerber/innen.

AC Cc Q - "- " die eine Einladung zum
AC erhalten

IPcCQ . .- -"-, die eine Einladung zum
Interview in der Personalabteilung erhalten

GP cQ - - ="~ die zum personlichen
Gespréch gebeten werden

EcCQ -~ == -"-, die ein Einstellungs-

angebot erhalten.

Offensichtlich gilt:

ECGPCIPCACCQ




Beispiel: “Ubergangswahrscheinlichkeiten”

Die angegebenen Chancen entsprechen damit den (bedingten)

Woahrscheinlichkeiten:

FirBCA: BNnA=Bgilt

P(BNA)

P(B) = P(BNA) = =5

Kapitel VIII - if W inli i L ingigkeit von

0.8
0.5
0.7
0.95

- P(A) = P(B|A) P(A)
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Beispiel: “Ubergangswahrscheinlichkeiten”

Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P(IPNAC)  P(IP)  P(IP)

05 = PUPIAC) = —5acy ~ Blac) ~ o8
= P(IP)=0.4
- __P(GPNIP) _ P(GP) _ P(GP)
07 = P(CPIP) = —5ipy— = Py ~ 04

= P(GP)=0.28

- _P(ENGP) _ P(E) _ P(E)
095 = P(E|GP)= P(GP) ~ P(GP) _ 0.28

= P(E) = 0.266

Kapitel VIII - if W inli i L singigkeit von
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Kapitel VIII -

Beispiel: “Ubergangswahrscheinlichkeiten”

ECGPCIPCACCQ:

P(E) = P(E|GP) - P(GP|IP) - P(IP|AC) - P(AC)
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Allgemein:

Satz:

Sei
- Q,A(Q), P ein Wahrscheinlichkeitsraum,

- A1, ..., A € A(Q) Ereignisse mit Ay C Ay C ... C Ag und
P(A1) # 0.

Dann gilt

P(A1) = P(A1]A2) - P(A2|A3) - ... - P(Ak—1]|Ak) P(Ak).
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Folgerung:

Zu My, ..., M, C € berechne:

Setze:

Dann ist:

P(MyN...0 M,)

AA = Mn...0nM,
A = Mn...0nM,

Anfl = Mnfl N Mn
A, = M,

P(A1) = P(A1|Az) - ...« P(An-1]An) -

Kapitel VIII -
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Dabei ist:
P(Ak_1|Ak) = P(Mk_l n...N /\/I,,|/\//;< n...N M,,)

P(My_1n...0M,)
= = P(Mi_1|Myn ... M,
PMy iy (Mol M )

Kapitel VIII - if W inli i L singigkeit von
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Beispiel:

Ein Geschéftsreisender findet bei der Hauptversammlung des
Daimler-Chrysler Konzerns einen Autoschliissel zu einem Auto der
Marke Mercedes-Benz und begibt sich bei den umliegenden
Parkmoglichkeiten auf die Suche nach dem zugehérigen Auto.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich um sein
Wunschauto, ein Fahrzeug der S-Klasse mit Klimaanlage und
Kuhlfach handelt?

Kapitel VIII - if W inli i L singigkeit von
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Beispiel:

Sei

Q die Menge aller Fahrzeuge der Marke Mercedes-Benz
ScQ die Menge aller S-Klasse Wagen

KA C Q die Menge aller MB-Autos mit Klimaanlage

KF € Q die Menge aller MB-Autos mit Kiihlfach

Gesucht ist:
P(S N KANKF)
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Beispiel:

Vorgehensweise:

1.) Bestimme P(S) = Wahrscheinlichkeit eines
S-Klasse-Fahrzeugs.

2.) Bestimme P(KA|S) = Wahrscheinlichkeit, daB ein
S-Klasse-Fahrzeug eine Klimaanlage besitzt.

3.) Bestimme P(KF|KANS) = Wahrscheinlichkeit, daB ein
S-Klasse-Fahrzeug mit Klimaanlage ein Kiihlfach hat.

Damit:  P(SNKANKF) = P(KF|SnN KA) - P(KA|S) - P(S)

39



Wegen:
P(KA|S)
P(SN KA)
P(KF|KANYS)
P(KFNKANYS)
P(KA|S)

P(KAN S)
P(KF N KANS)

P(S N KA)
P($)

P(KA|S)P(S)

P(KF N KAN S)
P(KANS)

P(KF|KAN S)P(KAN S)

P(KAN S)
P(S)

P(KA|S)P(S)
P(KF|KA N S)P(KA|S)P(S)

Kapitel VIII - i
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Beispiel: Montagsauto

An den fiinf Arbeitstagen einer Woche wurden folgende
Stiickzahlen in der Produktion beobachtet:

Mo Di Mi Do Fr
1200 1500 1200 1200 900 6000

Die Kontrollabteilung stellte auBerdem folgende Anzahl von
Produkten mit Mangeln fest:

Mo Di Mi Do Fr
20 20 15 12 13 80

Zuféllige Entnahme einer Produktionseinheit: Laplacescher
Wahrscheinlichkeitsraum
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Fragen

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein Produkt mit Mangeln ?

_Anzahl der Produkte mit Mangel = 80

P(A) = = =0.013
(4) Anzahl der Produkte insgesamt 6000 0.013

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Produkt mit
Mangeln am Montag produziert wurde ?

#MonA
P(Mo N A
P(Mo | A) = (POA ) _ # :#MOAHA:%:O.%
O N

Achtung: P(A | Mo) = 133 = & # P(Mo | A)

Fazit: Die Berechnung aus absoluten Haufigkeiten ist leicht.




Berechnung aus relativen Haufigkeiten:

Mo Di Mi Do Fr
Produktion 20% | 25% 20% | 20% | 15%
davon Ausschuss | 1.6% | 1.3% | 1.25% | 1% | 1.4%

Die Tabelle gibt folgende Wahrscheinlichkeiten bei zufilliger
Entnahme einer Einheit an:

Mo

Di Mi Do Fr
P(Mo) P(Di) P(Mi) P(Do) P(Fr)
P(A|Mo) | P(A|Di) | P(A|Mi) | P(A|Do) | P(A|Fr)
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Berechnung aus relativen Haufigkeiten:

Gesucht ist:

P(A) =7

Fallunterscheidung:

und  P(Mo | A) =7

Fiir eine ausgewdhlte Einheit w gilt genau einer der 5 Fille:

fertiggestellt
fertiggestellt

fertiggestellt

1)
2)
3.) fertiggestellt
4)
5.) fertiggestellt

am Montag
am Dienstag
am Mittwoch
am Donnerstag

am Freitag

Kapitel VIII - i Vv inli i L

w € Mo
w € Di
w e Mi
w € Do

w € Fr
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Berechnung aus relativen Haufigkeiten:

Wegen Q = Mo U Di U Mi U Do U Fr gilt:
A=(ANMo)U(ANDI)U(ANMi)U (AN Do)U (AN Fr).

Da Mo, Di, Mi, Do, Fr paarweise disjunkt sind (jedes Produkt wird
an genau einem Tag fertiggestellt), ist

1= P(Q2) = P(Mo) + P(Di) 4+ P(Mi) + P(Do) + P(Fr)
und

P(A) = P(ANMo)+...+ P(ANFr)
P(A | Mo)P(Mo) + ...+ P(A| Fr)P(Fr)




Berechnung aus relativen Haufigkeiten:

Wegen
P(AN Mo) = P(A| Mo)P(Mo),...

gilt

P(A) = P(A| Mo)P(Mo)+ ...+ P(A| Fr)P(Fr)

0.016 - 0.20 + 0.013 - 0.25 + 0.0125 - 0.20 +
+0.01-0.20 + 0.014 - 0.15
0.013.

siehe “Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit”

Kapitel VIII - if W inli i L singigkeit von
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Berechnung aus relativen Haufigkeiten:

Weiterhin gilt

P(AN Mo)

P(Mo | A) = =

P(A | Mo)P(Mo)

P(A | Mo)P(Mo) + ...+ P(A | Fr)P(Fr)

_ 0016-0.2 '_0'2 =0.25
0.013

siehe “Satz von Bayes”
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Allgemein (Satz 8.13 und Satz 8.14)

Ausgangspunkt:

Grundgesamtheit Q zerlegt in Teilbereiche A;,i € | (Anzahl der
Teilbereiche endlich oder abzihlbar unendlich)

<

“zerlegt”: jeder Punkt w € Q gehdrt zu genau einem Teilbereich A;:

UA,-:Q und A;NA,=0 fiir j#k
iel
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Allgemein (Satz 8.13 und Satz 8.14)

B C Q: Dann gilt
e Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit
P(B) = P(BNA;) = P(AiNB
(B)=>_P( )=>_ P( )

iel iel P(A)+P(BIA)

e Satz von Bayes
_ _P(BIA)-P(A)
ZP(B | Ai) - P(A)

icl

P(A; | B)

Kapitel VIII - if W inli i L sngigkeit von
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Unabhangigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Wiederholung:

Zwei Ereignisse A und B heiBen unabhangig, wenn
P(AN B) = P(A)P(B) ist.

Mehr als zwei Ereignisse:
A;, i € | Folge von Ereignissen (endlich oder unendlich)
Forderung bei Unabhiangigkeit:

Fiir jede endliche Auswahl A, ..., A; gilt

P(A,’lm...ﬂA,'n):P(A,‘l)P(A,'Z)...P(A,'n) (*)
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Unabhangigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Anzahl der zu {iberpriifenden Gleichungen:

Anzahl der Ereignisse

Anzahl der Gleichungen

2
3

4

Kapitel VIII -
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Unabhangigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Die Forderung entspricht damit den Einzelforderungen:

Aus der Liste der Ereignisse sind
@ je zwei ausgewahlte Ereignisse unabhingig
@ je drei ausgewahlte Ereignisse unabhingig
@ je vier ausgewdhlte Ereignisse unabhingig

@ usw.
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Unabhangigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Man beachte: Aus Gleichung (x) folgt nicht die entsprechende
Gleichung fiir eine Teilauswahl der Ereignisse und umgekehrt.

Dazu Beispiel:
Mit einem Wiirfel wird zweimal gewiirfelt. Betrachtet werden die
Ereignisse:

A: Augenzahl beim ersten Wurf gerade,

B: Augenzahl beim zweiten Wurf gerade,

C: Summe der Augenzahlen ist ungerade.

Kapitel VIII - if W inli i L sngigkeit von
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Unabhangigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Offensichtlich gilt

P(A) = P(B)=P(C)= % und
P(ANB) = % = P(A)P(B)
P(ANC) = % = P(A)P(C)
P(BNC) = % = P(B)P(C)

d.h. die Ereignisse sind paarweise unabhingig. Anderseits ist

P(ANBNC)=0# % = P(A)P(B)P(C)

Kapitel VIII - if W inli i L singigkeit von
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Unabhangigkeit von mehr als zwei Ereignissen

Also: Aus paarweiser Unabhangigkeit folgt nicht die
Unabhéangigkeit aller drei Ereignisse.

Umgekehrt: Ist C = () dann gilt fiir beliebige A und B, d.h. auch
fiir abhdngige A und B

0=PANBNC)=P(A)P(B)P(C)=0
Hinweis:

Bedingte Wahrscheinlichkeiten sind wichtig im Zusammenhang mit
mehrstufigen Zufallsprozessen (s. Beispiel: Tiirenproblem)
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Mehrstufige Zufallsexperimente

Beispiel: “Tiirenproblem”

Hinter einer von drei Tiiren steht der Gewinn. Der Kandidat
gewinnt, wenn sie (er) die richtige Tiir auswahlt.

e 1. Stufe: Der Kandidat wahlt eine Tir aus

@ 2. Stufe: Hinter mindestens einer der beiden verbleibenden
Tiren steht der Gewinn nicht.
Der Moderator offnet eine Tiir, hinter der kein Gewinn steht

o 3. Stufe: Der Kandidat hat die Wahl, ob sie (er) bei der
ausgewahlten Tiir bleibt oder zur anderen geschlossenen Tiir
wechselt.
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Mehrstufige Zufallsexperimente

Strategien:
1.) Immer bleiben (“Standhafter").

2.) Immer wechseln (“Wechsler").

3.) Nach Zufallsprinzip (“Randomisierer™)

1.) - 3.) représentiert durch Zufallsprozess (0 < 7 < 1):

m
1—m
m=1
=0

Wabhrscheinlichkeit Tiir bei zu behalten.
Wabhrscheinlichkeit des Wechsels.
“Standhafter”

“Wechsler/innen”

Kapitel VIII -
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Mehrstufige Zufallsexperimente

Die Tiir mit dem Gewinn nummerieren wir fiir die (den) Kandi-
datin/en unsichtbar mit einer 1, die anderen Tiiren mit 2 und 3.

Die drei Tiiren bilden die Grundgesamtheit Q; = {1,2,3}.

Stufe 1: Ohne zusitzliche Information kann die (der) Kandidat/in
nur zufdllig auswahlen:

Stufe 2: Je nach Wahl in Stufe 1 verbleibt fiir Stufe 2 eine andere

bei Wahlvon 1: QI ={2,3}
Grundgesamtheit: bei Wahl von 2 : Q3 = {1,3}
bei Wahl von 3: Q3 = {1,2}

Kapitel VIII - if W inli i L singigkeit von
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Stufe 2:

Bei der Wahl von 1 in Stufe 1 kann der Moderator zwischen den
Tiiren 2 und 3 wahlen. Er wahlt Tiir 2 mit Wahrscheinlichkeit p

wobei 0 < p<1

PR =p.  PEB)=1-p

Bei der Wahl von 2 (3) in Stufe 1 &ffnet er die Tiir 3 (2):

P(1) =0, P(33)=1
1) =0, P(2) =1)

59

Kapitel VIII -



Stufe 3:

In Stufe 3 ergeben sich jetzt folgende Grundgesamtheiten:

Tiir 1 in Stufe 1, Tiir 2 in Stufe 2 | {1,3}
Tiir 1 in Stufe 1, Tiir 3 in Stufe 2 | {1,2}
Tiir 2 in Stufe 1 {1,2}
Tiir 3 in Stufe 1 {1,3}
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Mehrstufige Zufallsexperimente

Méglichkeiten der (des) Kandidatin/en auf Stufe 3: Auswahl einer
der verbleibenden beiden Tiiren.

1,2, 3 Stufe
1 1 1
3 3 3
2,3} .3 1.2 Swfe2
AT
{1, 3 1.2 {1, 2} {1,3  Stufe3
Baum 1
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Mehrstufige Zufallsexperimente

Vorhandene Information: Kenntnis der in Stufe 1 ausgewahlten

Tir. Hinter dieser oder der anderen verbliebenen
Tir ist der Gewinn.

Strategie: Festlegung einer Wahrscheinlichkeit 7 fiir die
Beibehaltung der in Stufe 1 gewahlten Tiir.

T=1 (Standhafte)
0<m<1 (Randomisierer)
m=0 (Wechsler)

Optimale Strategie: Wahrscheinlichkeit, bei der die
Gewinnwahrscheinlichkeit maximal ist.

Kapitel VIII - i Vv inli i L
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Mehrstufige Zufallsexperimente

/
e e
@5/ ? ® K2@ 2 Cf) \'3

O = Gewinn

2% Sufe 1
1 1 SO
3 3
k/ l \I
2.3 .3 0.z Stufe 2
p// \Q 1 1
K A
.3 1,2 1.2 1,3 Stufe &

Baum 2
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Kapitel VIII -

Mehrstufige Zufallsexperimente

Gewinnwahrscheinlichkeit:

1 1 1 1
§p~7r+§(1—p)-7r+§(1—7r)+5(1—77)

_or 111

- 3T T3 T3ty E"

_ 21

- 373"

Die Gewinnwahrscheinlichkeit nimmt also ab, je groBer m gewahlt
wird.

Optimale Strategie ist demnach 7 = 0, d.h. die (der) Kandidat/in
sollte die Tiir wechseln.
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Mehrstufige Zufallsexperimente
wie im Tiirenproblem

Bestehen darin, in jeder Stufe einen Wahrscheinlichkeitsraum
(Zufallsvorgang) fiir die ndchste Stufe nach einem Zufallsprinzip
auszuwahlen.

Riickfiihrung in einen (einstufigen) Zufallsvorgang durch
Bestimmung aller “Entwicklungspfade” und der zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten.
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