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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie

Auswertung mehrerer Beobachtungen (z.B. bei einer Stichprobe
mit Zuriicklegen):

Beobachtungen xi, ..., x, - zur Verfiigung stehende Information
tiber eine unbekannte GréBe (z.B. Messwerte, Zustand gut
(0)/schlecht (1) bei Stichprobeneinheit)

o Auswertung: Anwendung einer Rechenvorschrift (Funktion g)

o Auswertungsergebnis: Funktionswert g(x, ..., x,)
z.B. arithmetisches Mittel, Spannweite, Median,
Gini-Koeffizient, ...

X1, ..., Xy zuféllig = g(x1,...,x,) zufillig.

Zufalligkeit erfasst man durch Zufallsvariablen Xi, ... X, und deren
Verteilungen. xi, ..., x, sind Realisationen von Xi, ..., X,.
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie

Frage:
Wie kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung des Auswertungs-
ergebnisses, also von g(Xi, ..., X,) aus den Verteilungen von
Xi,...,X, berechnet werden?
Beispiel:
Messwerte xi, ..., X, sind

@ Realisationen von Xi,..., X,

@ unabhingig

@ normalverteilt mit 2 und o2 (identisch)

Wie ist die Verteilung des arithmetischen Mittels X = 3" X;
und der Stichprobenvarianz 37 (X; — X)? ?

n
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie

Gegeben: Zufallsvariablen X, ..., X, und Funktion g(Xi,...,X,)

Hinweis: Auf den folgenden Seiten des Kapitels werden, sofern nicht
anders angemerkt, ausnahmslos Funktionen g : R” — R betrachtet.

Gesucht: Verteilungsfunktion von g(Xi,...,X,) = g(X)

Fla) = P(g(Xi,...,X,) <a)
= P((X1,..., X)) € {(x1,-- ., xn)lg(X1,s -, Xn) < })
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie

X = (Xi,...,X,) diskret mit Werten x() € R", r =1,2,3, ...

Ple(X)<a)=Fla)= Y P(X=x")
rg(x)<a

9(z) <«

Summation tber die Wahrscheinlichkeiten der Punkte
(Werte x()), die im Bereich g(x) < « liegen.
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie

X = (Xi,...,X,) stetig mit Dichtefunktion fx(xi, ..., x,) und

Realisationen x := (x1,...,Xp):
= F / /fX X1y X Xm . dx,
x:g(x)<a

Integration iiber den Teilbereich g(x) < a (auf x !).
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie

Bemerkung:

Falls die Berechnung der vollstindigen Verteilung zu aufwendig
oder zu schwierig ist, kann die Berechnung von Kennzahlen von
g(Xi,...,X,) versucht werden.

z.B. gilt:

“+o00

E(g(X1,..., Xn / / g(x1, .oy Xn)fx (X1, .oy Xn)dXy . .. dX,
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Roulette (Beispiel 1)

Einsatz von 10 € fuinfmal hintereinander auf das mittlere Drittel.

Wie ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Auszahlung
insgesamt, also der Summe der Auszahlungen?

Zufalliges Ergebnis bei einmaligem Durchlauf

0  ZahlO
1 1. Drittel
X = 2 2. Drittel
3 3. Drittel
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Roulette (Beispiel 1)

Beispiel: Roulette

® (y1,...,¥5): Ergebnisse bei den 5 Versuchen
o (Y1,...,Ys): zugehdriger Zufallsvektor
o |

nd|katorfunkt|on des zweiten Drittels:

1 z=2
L yeites Drittel(2) = {0 sonst
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Roulette (Beispiel 1)

@ Pro “zweites Drittel”: Auszahlung = 30€.
@ Auszahlung bei (y1,...,ys):

5
g()/17 cee 7}/5) = Z 30 - Tneites Drittel()/i)
i=1

o Werte von g(y1,...,¥s) : 0,30,60,90,120, 150
@ Wahrscheinlichkeitsverteilung von g(Y1,..., Ys):

P(g(Yi,...,Ys) =150) = P((Y,...Ys)=(2,2,2,2,2))
12\°
= (=) =0.324°=0.
(37> 0.3 0.0036
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Roulette (Beispiel 1)

P(g(Yi,...,Ys) = 120) :

(Y1,...,Ys) = | Wahrscheinlichkeit | (Y1,..., Ys) = | Wahrscheinlichkeit
(0,2,2,2,2) (22)* x (2,2,3,2,2) (%)5
(1,2,2,2,2) (;—2)5 (222,0.2) (%)2 '5%
(3,2,2.2,2) (5) (2.2.2,1,2) (37)]
(2,0,2,2.2) (5) -3 (22232) ()
(2,1.2,2,2) 11?)5 (2,2,2,2,0) (%22 3
(2,3.2,2,2) (3) (2.2.2.2,1) (37)
(2,2,0,2,2) (522)-5;7 (2.2.2,23) (%)
(22,1,2,2) L
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Roulette (Beispiel 1)

Damit

P(g(yla Y27 Y37 Y4, Y5) = 120) =
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Roulette (Beispiel 1)

Analog ergibt sich

P(g(Y1, Y2, Y3, Y4, Y5) =90) =
P(g(Y1, Y2, Y3, Ya, Y5) = 60) =
P(g(Y1, Y2, Y3, Ya, Y5) =30) =

P(g(Y17 Y27 Y?n Y47 YS) = 0) =
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Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie
Generell: Fiir den Erwartungswert E(g(Y)) der Funktion g(Y)
einer n-dimensionalen Zufallsvariable Y gilt:

Im diskreten Fall:

® E(g(Yl,..., Zg ) P Y — y(r))

Im stetigen Fall:

“+o0

® E(g(Yi,...,Ys / / g, ¥a)fy(vi, -y yn)dyr ...

Anwendungen:
o Erwartungswert einer Summe: siehe

@ Kovarianz einer Summe: siehe
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Spezielle Funktionen

Beispiele von Funktionen X, ... X;:

Q@ Summe : }_ X; und arithmetisches Mittel : 1 3~ X;

i=1 i=1
@ Maximum : max{Xy,..., X,}
© Minimum : min{Xy,..., X}
O Spannweite (Range):

R(X1,..., Xy) = max{Xy,..., Xy} — min{Xy,...

© Produkt : X1-~--~X,,:HX,-
i=1
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1. Summe und arithmetisches Mittel

1. Summe und arithmetisches Mittel :

Auswertungsfunktion:

glxt, ..., xp)=x14+...+x,  bzw.  g(x1,...,x,)

Sukzessive Bestimmung der Verteilung von
g(Yh...,Yn): Yi+...+Y,:

e 1. Schritt: Y1+ Y5
@ 2. Schritt: (Y1 + Y2)+ Y3

—> Es geniigt, den Fall n =2 zu betrachten.
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Y = (Y1, Y2) diskret mit gemeinsamer Wahrscheinlichkeits-
verteilung Py

P(Yi+Ya=k = >  Py(Yi=1iY2=))
i jitj=k
Beispiel: Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln sei Y; (Y2) die
Augenzahl beim ersten (zweiten) Wiirfel. Aus

. . 1
PVitYo=k)y= > PM=iYa=j)= Y %

ijiitj=k iJj:i+j=k

iJETL .6} ijETL 6}
folgt
k 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_ 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P(Yi+Ya=k) | 55 3% 3% 3% 3 3% 3 3% 3 3% 3%
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Y = (Y1, ) stetig mit gemeinsamer Dichtefunktion fy

Fy,iv,(a / / fy (y1,y2)dyr dy, = / / fy (y1, y2)dy1dy>

yity2<a 7<a
nty.=z
/ f( )/172—)/1 )dy1 dz
z<a«
= / /f(yl,zfyl)dyl dz
z<a —o0
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1. Summe und arithmetisches Mittel

= Dichte von Y1 + Y5: Faltungsintegral
frirvs(z / fr(y1,z = y1)dy = / fy(z = y2, y2)dy2

Speziell: Y1, Y> unabhidngig mit Randdichten f1, # :

= fy(y1,y2) = i(y1)fa(y2)

fritv,(z / fily1)fa(z — y1)dy1
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Beispiel 2: Faltung der Normalverteilung

Beispiel 2:
Y1 und Y, seien unabhingig und standardnormalverteilt.

Dichte der Normalverteilung:

1 _x=p)?

f(x) = e 272 allg. Normalverteilun
(x) o (allg. g)
1 <2
=0, o2=1 f(x) = —— e~z (Standardnormalverteilun
n (== ( 2
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Beispiel 2: Faltung der Normalverteilung

+oo +oo
1 _12 1 _14
friv(z) = /fvl()/l)fvz(zfﬁ)dﬁ:/ﬁe Zylme 20 gy,
+o00o +o00 )
— /ief%yffé(ztzzyﬁyf)dyl: / iefylz“”*%dyl
2w 2w
oo e t1-37
2 22 2 _
= /ieiy12+ZY1fTedey1: 1 eiT/ \/Ee 2% dyl
2m V227 V2
=1
1 22
= e 22
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Beispiel 2: Faltung der Normalverteilung

Als Ergebnis erhdlt man damit die Dichte einer Normalverteilung
mit u = 0,02 = 2, also N(0, 2).

Y1 + Y5> ist demnach normalverteilt mit Mittelwert O und
Varianz 2.

Verallgemeinerung:

Y1 N(p,0%) — verteilt

Yo N(u2,03) — verteilt } unabhangig

= Y1+ Y N(u+ po, 07 4 03) — verteilt
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Beispiel 2: Faltung der Normalverteilung

Folgerung: Y; N(,u,-,a,z)— verteilt fiir i =1,..., n und unabhangig
= Z Y;: N (Z i, Za?) -verteilt
i=1 i=1 =1
= liY N liu iia? -verteilt
N4 l N4 o i=1 l
Daraus folgt:

1= .. =fln=f1, O =...=0° =0 ZY,-istN(nu,naz)—verteilt

n
i—1
1< o2
= = Y: N p,— | -verteilt
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Beispiel 3: Faltung der Exponentialverteilung

Beispiel 3:

Y1, Y> seien exponentialverteilt mit Parameter A\ und unabhangig.

Fir z > 0 gilt:
+o00
Monle) = [ Al - m)dn

/./\e,)\ﬂ)\ef)\(z*n)dyl — ‘/)\267)\ylef)\ze)\y1dy1
0

0
z
_ )\2e—)\z/dy1 _ )\226—)\2
0
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Beispiel 3: Faltung der Exponentialverteilung

Folgerung:

Y1 + Y2 nicht exponentialverteilt.

Ubungsaufgabe: Yi,..., Y, unabhingig, \ - exponentialverteilt
Wie lautet die Dichte von Y1+ ...+ Y, ?

Hinweis: Ausrechnen fiir n = 3,4,5 und mit vollstdndiger Induktion
fortfiihren.

Kapitel X1l - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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1. Summe und arithmetisches Mittel

KenngroBen einer Summe von Zufallsvariablen

Y =(Y1,....Y,)
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Folgerung 1 aus @: (siehe CIEED)

Erwartungswert einer Summe = Summe der Erwartungs-

werte ©
EYi+...+ Y, = /.../(y1—|—...+y,,)fy(y1,...,y,,)dyl...dy
n Tt +oo
= Z/~~/YifY()/17~-7)/n)d}/1~~d}’n
i=1 oo

= Z/y, / /fY}/la-“a)/nd)/l ~dyn | dyi

fv,(vi) Randdichte von Y;

Kapitel X1l - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Daraus folgt:

n +OO
EVi+...4+Y,) = Z/yifw(yf)dy,'
i=1

— 00

= D_EM)

Anwendung: Additivitit der Kovarianz (siehe CEIED)

Fiir Y diskret: analog

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Folgerung 2 aus ®: (siche CEIEID)
Berechnung der Kovarianz von (Y1, Y2)

Es gilt: COV(Y;L7 Yz) = E[(Yl — E(Yl))(Y2 — E(Yg))]
Mit spezieller Funktion g(Y1, Y2) = (Y1 — E(Y1))(Y2 — E(Y2)) ist
daher

COV(Yl,Yz) = E(g(YI’YQ))

—+00 —+o00

/ / g(y1, y2)f(y1, y2)dyrdy»

+oo

/ / (1 — E(Y1))(y2 — E(Y2))f (1, y2)dyrdy>

Diskret: analog

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Folgerung aus ©: (siche CETED)
Kovarianz ist additiv

Betrachte dazu: Y71 = X1 + X5

COV(X1 + Xa, Y)
=E(X1)+E(X2)

——
E | (X1+ X — E(Xi+X))(Y — E(Y))

= E[(Xi— E(X1) +Xo — E(X))(Y — E(Y))]

E[(X1 — E(X1))(Y — E(Y)) + (X2 — E(X))(Y — E(Y))]
E[(Xy— E(X))(Y — E(Y))+ E [(Xz E(X2))(Y — E(Y))]
= Cov(X1,Y)+ Cov(Xa,Y)
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Fiir die Varianz einer Summe folgt daraus:

Var(X+Y) = Cov(X+Y, X+Y)

Cov(X, X)+ Cov(X,Y)+ Cov(Y,X)+ Cov(Y,Y)
Cov(X, X)+2- Cov(X,Y)+ Cov(Y,Y)

= Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Allgemein: Y =X;+ ...+ X,

1.) Kovarianz:

Cov(Xyi+ ...+ X, Y2)
= E[(X1+...+ Xy = E(X1+ ...+ Xp))(Y2 = E(Y2))]
= E[(X1— E(X1))(Y2 — E(Y2)) + (X2 — E(X2))(Y2 — E(Y2)) +
+ (X — E(Xa))(Y2 — E(Y2)]
—E[(% — ECW)(Ya— BN + ...+ E[(X0 — EGX))(Ya — E(V2)
—  Cov(X1, Ys) + ... + Cov(Xy, Y2)
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1. Summe und arithmetisches Mittel

2.) Varianz:

Daraus folgt mit Var(X) = Cov(X, X)

Var(Xi + ...+ X»)
= COV(Xl—‘r...—‘rX,,,Xl—‘r...-i-Xn)

= ) ) Cov(X;, X))

i=1 j=1
n

= Cov(X1, X1)+ ...+ Cov(Xn, Xa) + > Y Cov(X;, X))
i=1 j#i

= Var(X) + ...+ Var(X,) +2) _ Cov(Xi, X))

J>i

Im allgemeinen gilt nicht: Varianz einer Summe gleich Summe der
Varianzen

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Aber: Wenn gilt
Cov(Xi, Xj) =0, firalle i # j ,

also " Xi, ..., X, sind paarweise unkorreliert”

= Var(Xp+... 4+ X,) = Var(Xp)+... 4 Var(X,) +2)  Cov(Xi, X))
i

= Var(X1)+... + Var(X,)

Wichtiger Spezialfall: Xy, ..., X, unabhidngig (= unkorreliert)
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Wichtig fiir schlieBende Statistik:

Folgerung fiir eine Stichprobe vom Umfang n mit Zuriicklegen zu
einer Zufallsvariablen X:

Y1,..., Y, unabhingig und identisch verteilt wie X
Dann gilt fiir das arithmetische Mittel:

E(})ZY) iZE(Y,-):E(X)

1 ¢ 1 « n-Var(X) 1
Var | = Y; = = Var(Y;)) = ————2 = “Var(X
ar(niz; ) nQiZ:; ar(Y;) ar(X)
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1. Summe und arithmetisches Mittel

Anwendung: Erwartungswert einer Summe

X, Y Zufallsvariable mit P(X < Y) =1 ("X < Y fast sicher")

= E(X) < E(Y)

Beweis: (unter Verwendung der Additivitdt des Erwartungswertes)

Z = Y-X
P(Z<0) = 0= E(Z)>0
E(Z) = E(Y)—E(X)=0 — E(Y) > E(X)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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2. Maximum von Yi,...,Y,

2. Maximum von Yi,..., Y, :

g(Y1,...,Y,) = max Y; y;i realisierte Werte der Y;

i=1,...,n

Konstruktion der Verteilungsfunktion:

= Fraxvi(@) = P < max Y; < a)

i=1,...,n
= P(Y;<afiri=1,...,n)

= Fv.ov(e...q)
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2. Maximum von Yi,...,Y,

Spezialfille fiir Maximum:

1) Yi,..., Y, unabhingig:

Fmaxy/.(a) = Fyl(Oé) ..t Fyn(a)

2.) Yi,..., Y, unabhéngig und identisch verteilt wie X:

Fmaxy,.(a) = Fx(a) Ceet Fx(a) = (Fx(a))"

(X stetig: fraxy, (@) = nFx(a)" fx(a))
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2. Maximum von Yi,...,Y,

Beispiel:

“Parallelschaltung”:

@ Ein Flugzeug ist mit zwei Triebwerken ausgestattet.

@ Ty, T, Zeitdauer vom Anlassen des Motors bis zum ersten
"Storfall” (" Lebensdauer™)

@ Ein Triebwerk geniigt fiir Flug und Landung. Die Triebwerke
arbeiten unabhingig. Ein Storfall ist nicht im Flug behebbar.
Uberlebenswahrscheinlichkeit bei t Stunden Flugdauer:

P(Ty >toder To,>t) = 1—-P(T1<t, T, <t)
= 1- P(max{Tl, TQ} S t)
= 1- FTl(t)FTz(t)
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2. Maximum von Yi,...,Y,

T1, T, A-exponentialverteilt

P(Ty>toder T, >t) = 1—(1—eM)(1-e )
— ef)\t(z _ efkt)

Sei A=41

24 (E(T1) =E(Ty)=24), t=12:

P(T, > toder T, > t) = e & (2 - e—%) = 0.845

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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3. Minimum von Yi,...,Y,

3. Minimum von Yi,..., Y, :

g(Y1,..., Y, = _r{]in Y: y; realisierte Werte der Y;

i n

Konstruktion der Verteilungsfunktion:

Frar(@) = P (in, vo<a)

= 1P<'Tin Y,->o¢>
= 1-PYi>afiri=1,...,n)
1—P(Y1>Oz,Y2>Oé,...,Yn>Oé)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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3. Minimum von Yi,...,Y,

Spezialfille fiir Minimum:

1.) Yi,..., Y, unabhingig:
Foinvi(@) =1= ] P(Yi>a) =1-]](1 - Fr(a))
i=1 i=1
2.) Yi,..., Y, unabhingig und identisch verteilt wie X:
Frin Y,-(a) =1- (1 - FX(a))n

(X stetig: finy; (@) = n(1 — Fx(a))”_1 fx(a) )
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Beispiel 4: Lebensdauer einer Anlage

Anwendungsbeispiel: Anlage mit n Komponenten.
o Anlage fillt aus, wenn eine der Komponenten ausfillt.
@ T;: Lebensdauer von Komponente i, exponentialverteilt mit
Parameter \;
= min T;: Lebensdauer der Anlage

Fminﬂ(t)zl—P(T1>t,T2>f,...,T,,>t)

“Uberlebenswahrscheinlichkeit” fiir einen Zeitpunkt t:

P (__rPin T > t)

= 1—P<_mi Tigt)_l_":minT,-(t
i ,n

P(Ty>t, Ta>t,..., T, >t)

yeee
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Beispiel 4: Lebensdauer einer Anlage

Wenn Ausfallverhalten der Komponenten unabhangig
(= Ti,..., T, unabhingig):

n n

Foni(0) = 1[0 -Fr(a)=1-T[Q~(1-e?")

i=1 i=1

n 2”:>\
_ o
= 1—||e”\"a:1—e =1
i=1

n

Also: min T; exponentialverteilt mit > A;. (nicht notwendig
i=1

identisch)

“Uberlebenswahrscheinlichkeit” fiir einen Zeitpunkt t:

*Z":)\,'t
P(Ty>t,To>t,....,T,>t) = e =

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 4: Lebensdauer einer Anlage

Spezielle Aspekte im Beispiel: (P(min T; > t) = 1 — Fin7,(t))

i

1.) Unabhéngigkeit:

P (;zﬂf‘. Ti> t) = ﬁP(T,- >t)= [~ Fr(1)

n
i=1
2.) unabhingig und identisch verteilt:

P <,_mmn T > t) =(1- F(t))"

yeeey

P ( min T; > t) =e ™M

— Lebensdauer exponentialverteilt mit Parameter nA.
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Beispiel 4: Lebensdauer einer Anlage

zB.: n=5

A=0.1(E(T;)=10), t=8:
P(minT; > 8) = e 5018 = e7* ~ 0.02
A =005 (E(T;)=20), t=8:

P(min T; > 8) = e >008 = ¢72 % 0.135

Ubungsaufgabe:
Wie groB muss die mittlere Lebensdauer der Komponenten sein,
damit in 8 Stunden mit Wahrscheinlichkeit 0.99 kein Storfall

eintritt?

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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4. Spannweite

4. Spannweite:
R(x1, ...y Xxp) = max{xy,...,xp} — min{xy,..., Xy}

Berechnung der Verteilung in zwei Schritten:
a) gemeinsame Verteilung von max Y; und min Y;
b) Verteilung von X — Y = X + (=Y)

Dann hat R(Yi,..., Ys) zu einer n-dimensionalen Zufallsvariablen
Y = (Y1,...,Y,) die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
Z1 — 2> mit

le;nfax Y; und 2, = “min Y;

n i=1,...,n

Es ist also die Verteilungsfunktion der Differenz zweier
Zufallsvariablen zu bestimmen.
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4. Spannweite

Dafiir gilt im diskreten Fall

P-2Z=2 = ) Pla=xZ=y)
e
= ZP(lexi,Z2:Xi*z)

und im stetigen Fall

“+oo
lefzz(a) = / le,Zz(Zth — a)dzl.
)

Kapitel X1l - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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4. Spannweite

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. Dichte von
max Y; und min Y;:

Diskreter Fall:

P(max Y; < x,min Y; < y)
= P(maxY; < x)— P(max Y; < x,minY; > y)

P(Y;<xfiri=1,...,n)=P(y <Y;<xfiri=1,...

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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4. Spannweite

Fall 1: y <x

Bei Unabhéangigkeit gilt:

(y<Yi<xfiri=1,...,n) =

Fall 22 x<y
Ply<Yi<xfuri=1,...

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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4. Spannweite

Damit

P(maxY; < x,minY; <)
B { P(Yi<xfiri=1,...,n)

P(Yi<xfiri=1,...,n)—P(y<Yi<xfiri=1,...,

bei Unabhangigkeit
]ﬂ[ Fv,(x) fir x<y

[1Fu(0 = [1(Fo(0 = Fr(y)) fir x>y

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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x<y
x>y
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Beispiel 5 (2 Wiirfel)

Beim Werfen mit zwei Wiirfeln erhilt man fiir das Maximum
(Minimum) der Augenzahlen die Verteilung :

N
w
N
o1
(@)

z 1
P(max{Y1, Y2} =2z) | 3
P(max{Yy, Yo} < z)
P(min{Yy, Y2} =2z) | &
P(min{Yy, Y2} < z)

ol Rlo ols R~
w
&

oo Ko o Plw
Bl G~ i Rlon
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Beispiel 5 (2 Wiirfel)

max{Y,Y2}=|1 2 3 4 5 6
min{Y1, Yo} =
1 %
2 = 5
3 % %
4 %
5 0 %
6 4

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 5 (2 Wiirfel)

Die gemeinsame Verteilung ist: P(max Y; < x,minY; < y)

max{Yy,Y2}<|1 2 3 4 5 6
min{Yl, Yz} S
1 13 5 7 9 1n
36 36 36 36 36 36
1 2 3 4 5
2 5 9 9 9 3
105 103
3 4 12 12 4
4 2 8
4 5 3 o
25 35
5 % 36
1 1 1 4 25
6 % 9 3 9 3 1
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Beispiel 5 (2 Wiirfel)

Damit erhdlt man als Verteilung der Spannweite R

6
P(R=k)= > P(max{Yy, Y2} =i,min{Ys, Yo} =i — k)
i=k+1
k 0 2 3 4 5
PR=K |5 15 & 5 s 1is
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Beispiel 6 (Gleichverteilung auf [0, 1])

Dichte von X

f(x):{ o

fur

0 fiir
F(x)=<¢ x fur
1 fiir

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen

56



Beispiel 6 (Gleichverteilung auf [0, 1])

Y =(Y4,...,Y,) Stichprobe mit Zuriicklegen zu X.

Gemeinsame Dichte von max Yj(x) und min Y;(y):

0 fiir x<y
f(x,y) =< n(n—1)(x—y) 2 fir 0<y<x<l1
0 sonst

(Ansatz: Uber Verteilungsfunktion von max Y; und min Y;)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 6 (Gleichverteilung auf [0, 1])

Dichte der Spannweite:

+o0
fr(z) = / f(x,x — z)dx

0
= J n(n—1)(x — (x — 2))"2dx
0
0
= n(n—1)z"2(1 - 2)
0

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen

fir
fur
fur

fiir z<0

fir 0<z<l1

fur 1<z
z<0
O0<z<l1
1<z
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Beispiel 6 (Gleichverteilung auf [0, 1])

Erwartungswert von R:

1
E(R) = /zn(n —1)z2"%(1 - 2)dz
0

nin—1) n—-1—-n*+n n-1
n+1 n+1 on+1
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5. Produkt von Yy,...,Y,

5. Produkt von Yi,... Y,

Auswertungsfunktion:

n

gy =n-y2- v =[] v

i=1

zufélliges Ergebnis:
[[Yi=e...va)=vi-v2-... v, =[] Vi
i=1

Verteilungsfunktion von ] Y;:

Fl_[Yf(a) =P((Y1,...,Ya) € {(X1,...,Xn)‘HX,- <a})

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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5. Produkt von Yy,...,Y,

Y =(Yy,...,Y,) diskret:
Wertekombinationen yU) € R", yU) = y(j), YL

Frivi(a) = > P(Y = yW))

yO mit 17,y <a

Y =(Y1,...,Y,) stetig mit Dichte fy:

Friv(e / / f(¥1,---,Yn)dya ... dyn

YiseeosYn: o Yn<a
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5. Produkt von Yy,...,Y,

X, Y diskrete Zufallsvariablen:

27750:
z
P(X-Y =2z) X%:OP —X;,Y:;i)
z=20:
P(X-Y=0) = 1—P(X-Y #0)

= 1-P(X#0,Y #0) (allgemein)
— P(X#0)P(Y #0) (X,Y unabhingig)
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5. Produkt von Yi,...,

X, Y stetige Zufallsvariablen:

Fx.y(a) = / f(x,y)dxdy
(S e

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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5. Produkt von Yy,...,Y,

o
y>0 : xy<asx< —
y

(y=0 : xy<a< a>0 ohneBedeutung, da P(Y =0)=0)

y<0 : xygou:)ng
y

Fx.y(a) = f(x,y)dxdy

0
/fxydxdy+/
— 00 — 00

0\8
k\Q\g
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5. Produkt von Yy,...,Y,

Substitution:

Integrationsgrenzen:

y>0

z 1
z=x-y, x=—, dx=—dz
y y
x < éfggﬁzga
y y

—o0

z 1
= [ f(x, dx:/ff7 —dz
/( y) (y y)|y|

2

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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5. Produkt von Yy,...,Y,

o o 0
Fxy(a) = //f< ,y)| |dzdy+/ /f( >dzdy
0 —o0 —00 —00
= / /f( ) —dydz
Dichtefunktion:
7 « 1
e = [ 7(Gr) gy

Wenn X, Y unabhdngig:

fxy(a) = 7 fx <y) fr(y )|}1/|dy

—0o0
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5. Produkt von Yy,...,Y,

Bei Unabhangigkeit:

fix,vy(x
E(X-Y) = //yxfx )y (y) dxdy = /yfy( )/Xfx(x)dxdy
— 00 —O0 — 00
E(X)

= E(X) /yfy(y)dy
= E(Y)
= E(X)-E(Y)
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5. Produkt von Yy,...,Y,

Generell: Es gilt fiir die Kovarianz

Cov(X,Y) = E

I
m

I
>
=

I
™M
m
3
~<

Also:

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X) - E(Y) bzw. E(X - Y) =

Damit:

E(X) - E(Y) + Cov(X,Y)

Cov(X,Y)=0 <« E(XY)=E(X) E(Y)
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

Aufgabe: Beschaffung des notwendigen Produktionsmaterials
(Rohstoffe, Bauteile, Betriebstoffe)

Ziel: Hohe Versorgungssicherheit bei niedrigen Kosten.
Bestellpunktverfahren: Bei Unterschreiten des Lagerbestands s
wird eine Bestellung ausgeldst, die nach Ablauf der Lieferfrist

verfiigbar ist.

Problem: Lieferzeit und Bedarf wahrend der Lieferzeit nicht
determiniert.

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

Vorgabe: 95% Versorgungssicherheit
Aufgabe: Festlegung von s

Y': taglicher Bedarf
Z: Dauer der Lieferzeit

Gesamtbedarf wahrend der Lieferzeit:

X=Y-Z

Gesucht: s mit
P(Y-Z <s)=0.95
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Beispiel 7 (Materialdisposition)
Y, Z stetig und unabhingig = Dichtefunktion von X = YZ

o - [

— 00

_ 7fv(}/)fz (j) i

“Liefersicherheit”

Il
=0
—~
X
~
s

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

@ Bedarf Y gleichverteilt auf [8,12]
@ Dauer Z gleichverteilt auf [3, 5]

I 8<y<12 1 3<z<5
fr(y) = fz(z) =
0 sonst 0 sonst
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

Somit:

f(x) = 7fY(}/)fz (;) ﬁdy

fx(x) #0 fir y €[8,12] und 3 € [3,5]
[

%e 3,5] & 3§§§5 & <y<

wix

X
5

min{%,12}
11 1 min{%,12}
fx(x) = —-—dy=—|In 3
x(x) 8y y 3 [ (Y)]maX{gB}
max{ ¥,8}
Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

X < 24: 3 <8=max{%,8}

24 <x <36 12> 3 >8=max{{,8}

36 <x<40 % >12, max{3,8} =38

40 <x <60 3 >12, max{f,8} =
5

> 12

%
x> 060 :
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<12

= fx(x

= fx(x
= fx(x

(x) =
(x) =
= fx(x) =
(x) =
(x) =

:>fo

Ly
5|
1
8
1
8
0

—l|n8
n12—f|n8

n12—f|

X
5
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

Also:

x <24
(In3 —In8) 24<x<36

(In12—1n8) 36 < x < 40
(In12—|n§) 40 < x <60

60 < x

N
—
X
N—r
Il
O o+ o+ o+~ O

In der folgenden Abbildung ist die Dichtefunktion des Bedarfs X
wahrend der Lieferzeit dargestellt.
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

Si(x)

0.08]]
0.06
0.04]

0.02

0.00

Dichtefunktion des Bedarfs wahrend der Lieferzeit
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

Als Verteilungsfunktion erhalt man nach einiger Rechnung
(Stammfunktion von Inx ist x - In(x) — x)

0 s<24
fng —1)+3 24<s<36
s —

Fr(s) = £In15-15 36 < s <40
(N2 4+1)-65 40<5<60
1 60 <s

Wie aus folgender Abbildung ersichtlich, ist bei einer vorgegebenen
Liefersicherheit von 0.95 also bei einem Lagerbestand von s = 53
eine Bestellung auszuldsen.
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

FX(S) 1.y
a.9

0.8
Q.7
a.6
0.5
0.4
Q.3
a.2
a.1

0.04;

Liefersicherheit P(X < 's) in Abhangigkeit von s.

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

Jetzt: Y und Z anders verteilt
@ Y gleichverteilt auf [7,10]
7<y<10

O wim

fy(y) :{

sonst
o Z "Dreieck” - verteilt

1-3(z—-1) 1<z<3
fz(z) = { 2 )
0 sonst

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

fx(x):/fz(z)fy(g)édz mit

e fz(z) >0 fir 1<z<3

~Ix

o fy(3) >0 fir 7<% <10 oder 5 <z<

min{3,%}
1 11

max{1,5
min{3,%}
11 1 11 1 1 ;
= [(=+ = — = — . — = 7| —_ =
/(3 > 676 2 [(2 nZ 62)]

max{1,75}

80
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Beispiel 7 (Materialdisposition)

0 x <7
B+ 7Sx<10
1 1 _1 10

33— -2+ 21 < x <30
0 30 < x

Verteilungsfunktion ausrechnen und F(s) = 0.95 setzen ergibt s.

(Quantil)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Transformationen

Zur n-dimensionalen Zufallsvariablen X = (X1, ..., X,) wird
untenstehende Abbildung betrachtet

g R"—>R"

Y = g(X) ist also auch wieder eine n-dimensionale Zufallsvariable.

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass es sich bei g um eine
eindeutig umkehrbare Abbildung handelt.

D.h. es existiert ein g~ : R” — R" mit g~ 1(g(x)) = x bzw.
y = g(g (y)) fiir alle x € R” bzw. y € R".

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen

82



Transformationen

Bemerkung:

Nimmt X nur Werte in einem Bereich D an, muss g auch nur fiir
D definiert sein.

g : D—->W
gt W—D; DWCR"

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Transformationen

Gesucht: Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. Dichtefunktion von
Y.

o X diskret:

Zu jedem Wert y von g(Xi, ..., X,) gibt es genau ein x mit
g(x) =y und es gilt

P(g(X1,...,X,) =y = g(x)) = P(X = x)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Transformationen

o X stetig:

Wiederholung: eindimensional (g : R — R)

fooly) = flg ()

benutzt Ableitung von g.

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Transformationen

Einschub: Ableitung von g : R” — R”

glxt, %2,y xn) = (G1(X1y -+ -3 Xn)y -« - &n(X1y .- ., Xn)) € R"

Ableitung von Komponente gi(x; ..., X,) nach Variable x;

0gi(x1y .-y Xn)

partielle Ableitung
Ixj

ij=1,...,n
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Transformationen

Anordnung aller partiellen Ableitungen aller Komponenten in einer

Matrix:
9a(x) ... ... Y%alx)
Ox1 Oxp
g'(x) =
0w ... &)
Oxq OXp

Jacobi - Matrix
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Transformationen

Zunachst:

Verteilungsfunktion von g(X) an der Stelle a = (aq,...,ap)

/ / y)dys ... dy,
/ / X(t1, ..., ty)dty ... dt,

t:g(t)<a=(o1,...,an)

Fg(y)(al, . 70[,,)
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Transformationen

Nach Transformationsregel fiir Integrale:

- ap i B 1
Fg(X)(al,...,a,,) —4 4 fx(g (y)) |det(g’(g—1(y)))| dyl...

®
®: Determinante der Jacobi-Matrix an der Stelle g~1(y)

Daraus Dichtefunktion von g(Y):

1
|det(g’ (g~ (y)| ’

feo(v) = fx(g () yew

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Transformationen

Zusammenfassung:
Sei X = (Xi,...,X,) eine stetige n-dimensionale Zufallsvariable
mit Dichte fx.

D,W CR"mit P(X € D) =1 und g: D — W umkehrbar mit
Umkehrfunktion g1 : W — D

g und gt auf D bzw. W differenzierbar.

Dann ist:

_ [ e O @meeoyyr fir veW
rooly) = { 0 fir yg¢Ww

Dichtefunkton der transformierten Zufallsvariablen g(X).
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Beispiel 8 (Anwendung bei Funktionen)

1.) Dichte eines Produktes:

X1, X5 stetige Zufallsvariable, gesucht ist Verteilung von X - X5

Transformation:
g(X1, X2) = (X1 - X2, X2)

g ist invertierbar: x; - xo = y1 — x1 = 5= % fiir yo #0

- 1
g l()/17)/2) = ,}/2>
Y2

(
Fea) = (3 1)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 8 (Anwendung bei Funktionen)

Weiter:
rpo—1 _ Y2 % . .
g'(g (v, y) = 0 1 Jacobi-Matrix

det(g' (g7 (y1,y2))) = y2 Determinante der Jacobi-Matrix

Dichte von g(X1, X2):

~ 1
fox0) (Y1, ¥2) = fix 30 (& 1(}/17)/2))@7 Y2 #0

Kapitel X1l - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 8 (Anwendung bei Funktionen)

Randdichte der 1. Komponente: (g(X1, X2) = (X1 - X2, X2))

oo

le-Xz(z) = / fg(Xl,Xg)(za}/2)d}/2

— 00

oo

_ 1
= /f(xl,xz)(g 1(2,)/2))@0’)/2

7 z 1
= f —, —d
[ o ((52)) g
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Beispiel 8 (Anwendung bei Funktionen)

2.) Dichte eines Quotienten:

X1, X stetige Zufallsvariable, gesucht ist Verteilung von %

Transformation: X
g(X1. %) = (5. %)
1

Damit:y1=§, Yo=X, x1=2=2y,4£0

1 2 '’

Setze g(x1, %) = (2, %) fir xx #0, und g(0,x) = (0,x) , so
dass (ylay2) = (%a)Q)

= g invertierbar (y; # 0 bzw. x; # 0) fiir x; # 0 (s.0.)

Kapitel X1l - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 8 (Anwendung bei Funktionen)

Es ergibt sich:

_ Y
g 1(}/17}/2) = (£7Y2
341
_x
g’(X17X2) — ( 0 X1
e _—1 a
gle " (r,y) = 0"
1 Y12
det(g'(g” " (y1,¥2))) = A

und damit die Dichtefunktion von Y

b’2|

fox0) (71, ¥2) = fix30) (8 (01, ¥2)) ¥
1

Kapitel X1l - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 8 (Anwendung bei Funktionen)

Dichte des Quotienten ist Randdichte der 1. Komponente:

o0

fg(z) = /fg(xl,xz)(27Y2)dY2
1

— 00

o0

/ fy (Qdfz) @d)@
z z

— 00
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Beispiel 8 (Anwendung bei Funktionen)

Substitution: y» = zx , x = % , dy> = zdx

|z

fv,(z) = / fy (x, zx)z—;(l|z|dx

V1
— 00

= / fy (x, zx)|x|dx
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Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

Lebensdauer T = Zeit vom Einschalten bis zum Eintritt einer
Stérung

zufillig: Beschreibbar durch Zufallsvariable
T exponentialverteilt mit Parameter A

»kalte Reserve®: Zweite Einheit steht bereit, um die erste zu
ersetzen

T1 Lebensdauer 1. Einheit

T, Lebensdauer 2. Einheit } T1 + T, Gesamtlebensdauer.

Frage: Welchen Anteil an der Gesamtdauer hat die 1. Einheit?
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Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

T1 und T, sind Zufallsvariable

T1+T2 = Anteil von Ty an T1 + T>

Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich fiir 5 +T ?

1. Berechnungsmoglichkeit:

i.) W-verteilung von Ty + T,
ii.) W-verteilung von ﬁ

iii.) W-verteilung von Tj - ﬁ

Kapitel XIII - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen 99



Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

2. Berechnungsmoglichkeit:
Transformation g(Xi, Xo) = (ﬁ,Xg)

Daraus:
i.) Dichte von g(Ty, T>)
ii.) Randdichte von Komponente 1 von g( Ty, T2)

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

T1, T, unabhingig und A-exponentialverteilt

Transformation:

X1
X2) x1, %0 >0

Y1, Ys) = =
( 1, 2) g(X17X2) (X1+X2,

angewandt auf ( Ty, T2)

Inverse Abbildung:

yi-y2
)

(X1, %) = g My, 32) = (1 =) 0<n<lil<y

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen
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Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

Jacobi - Matrix:

X2 X1
! = Catx)? T (atx)?
goue) = (T TET)
Determinante der Jacobi - Matrix:

det g'(x1, x :A
|det g'(x1, x2)| 0+ 0)

Aus (x1, %) = g (y1,y2) = ({22, y2) folgt:

_ ly2| lya| (1—y)?
det g'(g (y1,¥2))| = = - =
(% +y2)2 (%;MP |y2\
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Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

Gemeinsame Dichte von Ty, T> ( Ty, T> unabhingig):

le,Tz(X1>X2) = /\2e_>\(X1+X2) x1,Xp >0
(2
farnm(nye) = Ne 0 +m(l_yil)z 0<y1 <1 0<y
— /\2e—)\~1£72y1 Y2
(1-y1)?
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Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

Randverteilung der 1. Komponente

+o00
fon (n) = /AQe‘*%ﬂ%dm, 0<y <1
T, (]_7 )
0
AT
A2
= e "I-»n d
(1*)’1)/1*)/1 Y26y
®
A A 1
1-xn -y &=

®: Dichte einer ZV Y, exponentialverteilt mit 1%}/1

Kapitel XI1I - Funktion und Transformation mehrdimensionaler Zufallsvariablen

104



Beispiel 9 (Storanféllige Komponente)

Also:
fn(n)=1 fir 0<y; <1

T1+T2

Der Anteil ist gleichverteilt auf [0, 1].
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