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X = (Xq,---,Xk) k - dimensionale ZV ist Zufallsvektor
Kennzahlen:

1.) fiir einzelne Komponenten

2.) zur Analyse des Zusammenhangs
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1. Komponentenweise

a) Erwartungswert

- Uber Randverteilung
- direkt

b) Varianz

- liber Randverteilung
- direkt
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1. Komponentenweise

Erwartungswert fiir: X = (Xi,-- -, Xk)

Fiir jede Komponente X; ist der Erwartungswert, wenn er existiert,
eine Kennzahl fiir die Lage der Verteilung.

X diskret: = X; diskret mit Werten x;;,j € J;

E(X) =Y xj P(X; = x;), fiir jedes i
%/_/

=
A Randverteilung
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X diskret:

P(Xi = x;) :ZZP(Xi:XU>Xt:th fiir t# 1)

t#£i s€J;

Aufsummieren von Wahrscheinlichkeiten

E(X) = ZXU'(ZZP(XI':XU"Xt:th fir t#1))

Jj€Ji t#i s€J;

SOSTS X PG = X Xe = xis fiir ¢ # )

JEJ; t#i se€d;
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In Vektorschreibweise:
X habe Werte x() ¢ Rk, x(1) = (Xl(r),xz(r), e ,X,Er))
E(X) =Y xVP(X = x")
oder
E(X) = (E(X),---, E(Xd))
= Zx(')P(X = x()
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Beispiel zu 1.)

X = (Xl,X27X3) mit
X1 habe die Werte 1,2,3,4
X5 habe die Werte 0,1

X3 habe die Werte 1,2
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Beispiel - Wahrscheinlichkeitsverteilung

X3:].Z
X1 =
1 2 3 4
X2 = 0| 0.2 0.1 0.1 0.05 | 0.45
1001 002 0.02 0.01 ] 0.06
0.21 0.12 0.12 0.06 | 0.51
X3:21
X =
1 2 3 4

X2

Il
o

0.1 0.1 0.15 0.1 0.45
1| 0.005 0.01 0.02 0.005 | 0.04

0.105 0.11 0.17 0.105 | 0.49
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Beispiel - Randverteilung und Erwartungswert

X1 .
P(Xy =)
\ 1 2 3 4 E(X1)
P(Xi=1) P(Xi=2) P(Xi=3) PXi=4) |1 Pa=1+...t4 P(X=4)
=0.315 =023 =0.29 =0.165 =2.305
Analog:
X2 X3 .
P(Xo =) P(X: =)
0 1 E(Xz) 1 2 E(X3)
| 0.9 01 | o1 | 051 049 | 149
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Randverteilung und Erwartungswert

Aquivalent:

P(X=(1,0,1)) P(X=(1,0,2))

EX) = (1,0,1)- 02 +(1,0,2). 0T

(2,0,1)-0.1+ (2,0,2)-0.1

(3,0,1) 0.1+ (3,0,2) - 0.15

(4,0,1) - 0.05 + (4,0,2) - 0.1
+(1,1,1)-0.01 + (1,1,2) - 0.005

(2,1,1)-0.02 + (2,1,2) - 0.01

( ) (

( (

~— ~— ~— ~—

-0.02 + (3,1,2) - 0.02
+(4,1,1) - 0.01 + (4,1,2) - 0.005

= (1.05,0.06,0.51) + (1.255,0.04,0.98)
= (2.305,0.1,1.49)
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X stetig:

—+o0

E(X;) = /X;fx,.(X;)dX;

/Xl/ /fX X1y o5 Xy "7Xk)dxl"'dXi_ldXH_l.”

In Vektorschreibweise:

—+00 +0oo
E(X):/.../(xl,...,xk)fx(xl,...,xk)dxl...dxk
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Varianz und hohere Momente:

Berechnung Komponentenweise:

Var(X;) = E(X?) — E(X;)?

Vektorschreibweise nicht sinnvoll, da missverstandlich. Denn sei X
Vektor

n
X2 =(Xy,...,X,)2 => X7 undnicht (X{,...,X?)
————

Skalarprodukt =1
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Beispiel zu 1.) - Varianz

- liber Randverteilung:

E(X{) = 0.315+4-0.23+9-0.29+ 16-0.165 = 6.485
= Var(X1) = E(X?)— E(X1)? = 6.485 —2.305° = 1.172
E(X3) = 01
= Var(X,) = 0.1-0.01=0.09
E(X?) = 0.51+4-049=2.47
= Var(X3) = 2.47 —1.49% = 0.2499
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Beispiel zu 1.) - Varianz

- direkt
(E(X?),E(X3),E(X3)) = (1,0,1)-0.2+(1,0,4)-0.1
+(4,0,1) - 0.1+ (4,0,4) - 0.1
SR +(16,1,1) - 0.01 + (16,1,4) - 0.005
= (6.485,0.1,2.47)
(Var(Xy), Var(Xz), Var(X3)) = (6.485,0.1,2.47) — (2.305%,0.1%,1.49?)

= (1.172,0.09,0.2499)
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Zu 2.) - Kovarianz und Korrelationskoeffizient fiir
die Analyse des Zusammenhangs:

Ubertragung der Vorgehensweise in der deskriptiven Statistik auf

diskrete ZV:
Merkmalauspragung Werte des ZV
arithm. Mittel entspricht Erwartungswert
rel. Haufigkeiten Wahrscheinlichkeiten
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Zu 2.) - Kovarianz und Korrelationskoeffizient fiir
die Analyse des Zusammenhangs:

Kovarianz zweier Merkmale aus Haufigkeitsverteilung
(X,Y) diskret:

Cov(x,y) =) > (a—=X)(b~¥)p(a,b)

a b

entspricht

Cov(X,Y) =" (xi— E(X))y — E(Y))- P(X = x1, Y = ;)

i
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zu 2.) - Kovarianz und Korrelationskoeffizient fiir
die Analyse des Zusammenhangs:

Es gilt:

P(X=x,Y =yj)=P(Y =y;,X =x;) diskret
bzw. £, (x,y) = f,«(y,x) stetig

Folgerung: Cov(X,Y) = Cov(Y, X)

Bemerkung: Die Kovarianz muss nicht existieren (d.h. nicht
endlich).
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zu 2.) - Kovarianz und Korrelationskoeffizient fiir
die Analyse des Zusammenhangs:

(X,Y) diskret:

mit Werten x; bzw. y;
Cov(X,Y) = ZZ —EX))y; —E(Y)P(X =x,Y =y)

(X,Y) stetig:
+o00o +oo

Covix.¥) = [ [ (x= ECO)y — By xoy)aidy

—00 —O0
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Wiederholung - Beispiel:

X = (Xl,X27X3) mit
X1 habe die Werte 1,2,3,4
X> habe die Werte 0,1

X3 habe die Werte 1,2

= X hat die Werte: (1,0,1),(1,0,2),(1,1,1),(1,1,2),(2,0,1)...
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Wiederholung - Beispiel:

Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

X;=1: P(Xi=-X=-,X3=1)
X; =
1 2 3 4 | P(Xo=-,X3=1)
Xo= 0 0.2 0.1 0.1 0.05 0.45
1 0.01 0.02 0.02 o0.01 0.06
P(X;=-X;=1)|021 012 012 0.06 | 051 =P(X;=1)

z iablen
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Wiederholung - Beispiel:

Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

X5 =2: P(Xy=X=-,X3=2)
Xi =
1 3 4 | POo=X=2)
Xo= 0 0.1 0.1 0.15 0.1 0.45
1 0.005 0.01 0.02 0.005 0.04
P(X,=-Xs=2) | 0105 011 017 0.105 | 0.49 = P(Xs = 2)
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Beispiel zu 2.):

COV(Xl, Xz) =7

Gemeinsame Verteilung:

X1
1 2 3 4
Xo= 0 0.3 02 025 015 | 0.9
10015 0.03 0.04 0.015]|0.1
0.315 0.23 0.29 0.165 1
E(X,) = 2.305 E(X,) = 0.1
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Beispiel zu 2.):

COV(Xl, X2) =

0—E(X2) 1-E(X1)  P(1,0)

—N— T~
(0—0.1)((1 — 2.305)- 0.3 +(-0.305)- 0.2 \ x, =0

+ 0.695 - 0.25 + 1.695 - 0.15)

+(1 —0.1)(—1.305 - 0.015 — 0.305 - 0.03
+ 0.695 - 0.04 + 1.695 - 0.015)

= 0.0245

Kapitel XII - K i i Z iablen

} %=1

23



Bemerkung:
Sind X und Y unabhingig = Cov(X,Y) =0

Beweis im diskreten Fall: analog zur deskriptiven Statistik
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Beweis im stetigen Fall:

Cov(X,Y) = / / (x — E(X))(y — E( Y))fx,y(x,y)dxdy
e
= [ [ = ECO) — BN )y
- / (x — E(X))fe(x)dx / (v — E(Y))fv(y)dy

=0 =0
=0
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Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Cov(X,Y)=0= X,Y unabhingig
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Korrelationskoeffizient

Veradnderung der Kovarianz bei linearer Transformation:

h(X) =aX+ 8, h(Y)=~vY +4

X hat Werte x;, Y hat Werte y;
P(X =xi,Y =yj) = P(h(X) = axi + 8, ha(Y) = vy; +0)

= h1(X) hat Werte ax; + 3, ha(Y') hat die Werte vy; + §
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Korrelationskoeffizient

Cov(aX + B,7Y 4+ 6) = ayCov(X,Y)

Var(aX + B) = Var(hy(X)) = o?Var(X)
Var(yY +6) = Var(hy(Y)) = +*Var(Y)

Folgerung:

Cov(aX + B,7Y +0)
V/ Var(aX + B) - Var(yY +9)
Cov(X,Y)

T Var(X) - Var(Y) oX.Y)

o(aX + B,7Y +6) =

ist invariant unter linearen Transformationen.
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Korrelationskoeffizient

Definition:
Cov(X,Y)
/ Var(X) - Var(Y)

heiBt Korrelationskoeffizient

o(X,Y)=
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Beispiel zu 2.)

Korrelation von X; und X5:

0.0245 0.0245

o %) = V/ Var(X1)/ Var(X2) 108-03
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Kovarianz bei linearer Transformation

Bemerkungen:

1.) o(X,Y) ist invariant unter linearen Transformationen.

2) ~1<o(X,¥) <1
(analog zum Bravais - Pearson - Korrelationskoeffizienten der
deskriptiven Statistik)

>0 X und Y sind “positiv korreliert”
o(X,Y)=0 X und Y sind “unkorreliert”
<0 X und Y sind “negativ korreliert”
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Kovarianzmatrix

X = (Xq,...,Xx) ist Zufallsvektor

Dann paarweise Kovarianz

COV(Xi7)<j) l#.j
Cij =
/ Cov(Xi, X)) i=j

Zusammenstellung in einem Matrixschema

Cii Ci2 -+ Cik

€1 C2 - G2 . . . .
C= ) ) ergibt die Kovarianzmatrix.

Ck1 o ‘e Crkk
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Korrelationsmatrix

Analog Korrelationsmatrix

o(Xi, Xj)
ergibt
I o
g | o 1
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Korrelationsmatrix

Bemerkungen:

1.) Die Matrix C ist symmetrisch, d.h.
cij = Cov(X;, Xj) = Cov(Xj, X;) = ¢; fiir i#j

2.) Sind die Komponenten paarweise unkorreliert, d.h.
Cov(X;, X;) =0 fiir i # j, so hat die Kovarianzmatrix
Diagonalgestalt, d.h. auBerhalb der Diagonalen stehen nur
Nullen.

X1, ..., X, heiBen dann unkorreliert.
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Kovarianzmatrix bei unkorrelierten Xy, ..., X:

Var(X1) 0
C=
0 Var(X,)
Korrelationsmatrix bei unkorrelierten Xy, ..., Xj:
1 0
5 =
0 1
Ubungsaufgabe:

Berechnung der Kovarianzmatrix im Beispiel.
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