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10. Randverteilung, bedingte Verteilung und
Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Gegeben: k-dimensionale Zufallsvariable X mit Wkt. - Verteilung,
z.B. in Form der Verteilungsfunktion

F(Oél,...,Oék), Vaig,...,ar € R
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Beispiele:

o Gemeinsame Verteilung von Dollar/Euro Wechselkurs und
Exportvolumen in die USA

@ Gemeinsame Verteilung der Kurse der im DAX enthaltenen
Aktien

@ Gemeinsame Verteilung von Sonnenstunden/Monat und
Umsatz an Sonnenschutzmittel
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Méogliche Fragestellung:

a) Wie ist die Verteilung der Zufallsvariablen separat betrachtet ?

b) Beeinflusst ein fixierter Wert bei einer der Komponenten die
(gemeinsame) Verteilung der iibrigen k — 1 Werte ?

c) Gibt es einen wahrscheinlichkeitstheoretischen Zusammenhang
zwischen den Zufallsvariablen 7
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Gegeben: ZV X = (X, -+, Xk)
Die Verteilung einer Komponente X;« heiBt Randverteilung von Xj«.

Verteilungsfunktion einer Komponente X«

Fx. (a) P(Xi~ < a)
— P(Xi- <a,X; beliebig fir i #i*)
= PXi» <a,X;<oo fir i#i")

= lim F(ag, - ,a,---ak) fir i #i"
Qj—r 00

Fx.. ist die Verteilungsfunktion von X«
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Beispiel - gemeinsame und Randverteilungen

Gegeben sei die bivariate Dichte

S x 1<x<2 0<y<x-1
flxy)=4 °
0 sonst

Dann folgt fiir die Verteilung von Y

a oo a 2 6 e} 6 572
Fy(a) = //f(x,y)dxdy://5xdxdy:/[5X2] dy
—00 —00 0 y+1 0 y+1
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Fiir die gemeinsame Verteilung von X und Y an den Stellen oy
bzw. ap gilt dann

o 7 (%]
6x
Fla,ap) = / / ?dxdy =5 /(a% —y? 2y — 1)dy
0 yr1 0
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Integration, falls (a1, ) ¢ /
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Beispiel:

Gesucht: Randverteilungen

Fir X, 1<a; <2

it P01, 02)
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F(Oél,oq —1)
g(al)z(al —1) = —(n — 1) = (a1 — 1)?
o - 1)
2() ~ (e + ¢
0 a<l
%(a)3 %(04)2—1—% 1<a<?2
1 a>2

it von Zi




FirY:0<an <1

I|m F(Oq,Otz) = F(27Ot2)
Q] —>00
3 3
= 34042 - g(&2)3 + E(Oéz)2 — -

9 3 1

5042 - g(az)z - 5(042)3
0 a<0

Fy(a) =% fa—32(a)*+1i(a)* 0<a<1

1 a>1

Kapitel X - Randverteilung, bedingte Verteilung und L angigkeit von Z i 10




X diskret

X diskret mit Werten x/, j € /

W - Verteilung von Komponente Xj« : x € R

P(Xi;- = x) = P(Xi- = x, X; beliebig fiir i # i*)
Wahrscheinlichkeitsverteilung von X;« erhdlt man indem man den
Wert von X;« festhalt und iiber alle Werte der {ibrigen

Komponenten aufsummiert.

Also:
Suche alle Werte x/ mit x/. = x (Komponente i* von x/ ist x).

Dann
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Beispiel: Drei Qualititsmerkmale

Bei einem Bauteil werden drei Qualitaitsmerkmale iiberpriift:

1.) Oberflachengiite (X;)
2.) Bruchfestigkeit (X3)
3.) Masstreue (X3)

Kapitel X - Randverteilung, bedingte Verteilung und L angigkeit von Z




Bei allen drei Merkmalen wird eine Einstufung in die Auspragung
gut/schlecht mit den Codierungen 0 (gut) und 1 (schlecht)
vorgenommen. Dementsprechend gibt es 8 verschiedene
Kombinationsmdglichkeiten.

(X17X27X3) P((X17X2,X3) = (Xl,XQ,X:J,))
xI' [~ (0,0,0) 0.85
xZ | (0,0.1) 0.01
x| (0,1,0) 0.02
x* | (0.11) 0.02
x5 | (1,0,0) 0.03
x5 [ (1,0.1) 0.01
x| (1,10) 0.04
¥ (1,11) 0.02

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsvariablen
Xl; X27 X3
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Aufgabe:

Bestimmung der Randverteilung von Xi: P(X; =1) =7

(x1, %2, x3) P((X1, X2, X3) = (x1, X2, x3))

x1 (0,0,0) 0.85
x2 (0,0,1) 0.01
X3 (0,1,0) 0.02
xF 0,1,1) 0.02
x5 (1,0,0) 0.03
X0 (1,0,1) 0.01
x! (1,1,0) 0.04
x8 (1,1,1) 0.02

Werte: (1,0,0)(1,0,1) (1,1,0)(1,1,1)
—— N

X5 X6 X7 X8
8 .
P(Xi=1)=>Y P(X =x/) =0.03+0.01 +0.04 +0.02 = 0.1
j=5

= P(X; =0) =0.9
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Aufgabe:

Bestimmung der Randverteilung von Xp: P(X; = 1) =?

(1, %2, x3) P((X1, X2, X3) = (x1, %0, x3))
X1 (0,0,0) 0.85
x2 (0,0,1) 0.01
x3 (0,1,0) 0.02
x4 (0,1,1) 0.02
x> (1,0,0) 0.03
%0 (1,0,1) 0.01
x7 (1,1,0) 0.04
x8 (1,1,1) 0.02

Werte: (0,1,0)(0,1,1)(1,1,0)(1,1,1)
N N N N———

x3 x4 x7 x8

P(X =x)=0.1

Jj=3,4,7,8

= P(X; =0) =0.9
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Aufgabe:

Bestimmung der Randverteilung von X3: P(Xz = 1) =7

(<1, %2, x3) P((X1, X2, X3) = (x1, %2, x3))
xT (0,0,0) 0.85
x2 (0,0,1) 0.01
x3 (0,1,0) 0.02
<4 (0,1,1) 0.02
x5 (1,0,0) 0.03
X0 (1,0,1) 0.01
x7 (1,1,0) 0.04
x8 (1,1,1) 0.02

Werte: x* = (0,0,1),x* = (0,1,1),x® = (1,0,1),x® = (1,1,1)

PX;=1)= > PX=x)=0.06

j=2,4,6,8

P(Xs = 0) = 0.94
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Verteilungsfunktion:

Damit:

0.85
0.86
0.87
F(x1,x,x3) =< 0.88
0.9
0.9
0.94
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x1 < 0 oder
0<x <1,
0<x <1,
0<x <1,
1< x,
0<x <1,
1< x,
1< x,

1§X17

it von Zi

xp < 0 oder
0<x <1,
0<x <1,
1< x,
0<x <1,
1< x,
0<x <1,
1< x,

1§X23

x3 <0
0<x3<1
1<x3
0<x3<1
0<x3<1
1<x3
1<x3
0<x3<1

1§X3



Alternative Berechnung der Randverteilung von X;:

0 x1 <0
FXl(Xl) = o )|(I3n_1>oo FX(Xl,X27X3) = 09 0<x <1
1 1 § X1
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X stetig

X stetig:

mit gemeinsamer Verteilungsfunktion Fx :

FX[*(a): lim FX(Xla"' y Oy e ot
Xj—> 00
Es gilt
[e7% (e %)
FX(ala"' ’ak): f(le...
—o0 —o0
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X stetig

Damit ist
Fx.(a) = lim  Fx(ay, -
ajp — o0
fir i #i*
Qi @
= lim / /
aj —» 00
P e Jeo
i £
oo
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aq
‘/f(X17"'an)dxl"'dXi*"'ka
—00
S X, Xi) dx - dxge
Fdx;x
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1. Beispiel - zweidimensionale stetige ZV

Sei

1+ e Mg e — gm i _ gmhox 5 5 >0

0 sonst

F(X]_,X2) = {

die gemeinsame Verteilungsfunktion einer zweidimensionalen
Zufallsvariablen X = (Xq, X3).
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Dann gilt fiir « > 0:

Fx, (o) = PXi<a)= lim Fla,x)
Xp—> 00
= lim (14 e Mg P22 _ gmh _
X —» 00
= 1-—eNo
( = O0fira<0)

Die Randverteilung ist also eine Exponentialverteilung.
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2. Beispiel - zweidimensionale stetige ZV

5

Sx 1<x<2, 0<y<x—-1
fx,y) =

0 sonst

Dichte von X;: 1< x<2

[e%s} x—16 6 —1
fx, (x) = / f(x,y)dy = / gxdy = {SXy}

—o0 0 0

= 508,

5 5
gx2 — gx 1<x<?2

fX1 (X) =

0 sonst
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Dichte von X;: 0<y <1

%M-jﬂm%x— jEW_E4

— 00

sz(y) =
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2
v y+1
_ 12 3, 6 3
-~ 5 5 "5 5
_ 9. 3, 6
~ 5 5 75
s-gy—3y? 0<y<1
0 sonst
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24



Frage: Wie beeinflusst ein fixierter Wert x bei einer Komponente
die Verteilung der restlichen Komponenten ?

Zunichst: Zweidimensionale ZV (X, Y) diskret betrachtet

@ x fixierter Wert bei X Ereignis A: "X = x"
@ y; beliebiger Wert von Y Ereignis B; : "Y = y;"
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Frage: Gibt es einen Einfluss von A auf B 7

Antwort: Die bedingte Wahrscheinlichkeit

PUB) = PG = PO Iy = yix =

wird verglichen mit P(Y = y;).

P(Y = yj|X = x) Vy; € R heiBt bedingte Verteilung von Y unter
der Bedingung “X = x".
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26



Frage: Gibt es einen Einfluss von A auf B 7

Kein Einfluss, wenn
P(Y =y|X =x)=P(Y =)

bzw.

P(Y =y;,X =x)
P(X = x)

=P(Y =y)

bzw.

P(Y =y;,X=x)=P(Y =y))P(X =x)

(Unabhéngigkeit der Ereignisse "X = x" und "Y = y;")
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Definition: (X, Y') diskret

X und Y heiBen unabhangig, wenn
PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)
fiir alle Werte x von X und alle Werte y von Y gilt.

Unabhéangigkeit von X und Y bedeutet also Unabhangigkeit von
“X =x" und "Y = y" fiir alle Werte x und y.
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Beispiel: Drei Qualitdtsmerkmale

Frage: Hangt die Qualitdt der beiden Merkmale “Oberflachengiite”
und “Bruchfestigkeit” zusammen ?

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der Oberflachengiite
und Bruchfestigkeit :

P((X1,X2) =(0,0)) = P((0,0,x3)|x3 beliebig )
= P((X1,X2,X3) =(0,0,0))
+ P((X1, X2, X3) = (0,0,1))
= 0.854+0.01 =0.86
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Analog fiir (0,1),(1,0),(1,1):

Bruchfestigkeit (X2) gut  schlecht
>
Oberflachengiite (X1)
gut 0.86 0.04 0.90
schlecht 0.04 0.06 0.10
>~ Randverteilung von X> | 0.90 0.10 1

Gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung

Kapitel X - Randverteilung, bedingte Verteilung und L

it von Zi iablen
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Bedingte Wahrscheinlichkeit der Bruchfestigkeit (X;) unter der
Bedingung “schlecht bei Oberflachengiite (X; = 1)":

P(X,=0,X;=1) 004

P =0 =1) = POG=1) o1 *
P(Xo=1,X =1) 0.06
PXa=1X=1) = P(X: = 1) =010 =0.6

Wir haben:

P(X, =0) = 0.9+#P(X;=0[X; =1)=0.4
P(Xo=1) = 01#P(X=1X,=1)=0.6

P(X, = 0,X, = 0)

0.86 # P(X; = 0)P(X2 = 0) = 0.9- 0.9 = 0.81

Kapitel X - Randverteilung, bedingte Verteilung und L angigkeit von Z

31



Folgerung: Keine Unabhéangigkeit

Vermutlich gemeinsame Ursache, z.B. Materialfehler.
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(X, Y) stetig

Problem: Bei einer stetigen Zufallsvariable X gilt fiir jede reelle
Zahl x

Folgerung: Die bedingte Verteilung unter der Bedingung X = x
kann nicht direkt gebildet werden.

Statt x betrachten wir das Intervall [x, x + €]

Ac="Xex,x+€"={weQx < X(w) < x+¢€}

Ac verwenden wir als Bedingung unter der Voraussetzung:

P(A) =P(x <X <x+¢€)#0
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33



Bedingte W-verteilung von Y unter der Bedingung
A,

Gehen wir von der Verteilungsfunktion aus, so betrachtet man
Y < y unter der Bedingung A, :

P(Y<y,x<X<x+¢€)
P(x <X <x+e¢)

Fyia.(y) = P(Y<ylx<X<x+e)=
PX<x+eY<y)- P(X X, Y <y)
Fx(x+¢€)— )

Fx(x
LFxv(x+ey) = Fx,v)(x,¥))
T(Fx(x+e) — ( )

hdngt von € ab.
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d

Fox, vy (xFe,y)—Fix,v)(x.y)
lim Fyia(y) = lIm —Frd-me
_ sFney) | gFxn(xy)
4 Fx(x) fx (x)
= Fyix=x(¥)

bedingte Verteilungsfunktion von Y unter der Bedingung X = x.
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Bedingte Dichte von Y unter der Bedingung X = x :

OF X,
d (“gl( y)> _ fix,vy(x,¥)

Frixexy) = dy fx (x) fx (x)

Die bedingte Dichte hat die Eigenschaft einer Dichtefunktion.
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Bedingte Verteilung stetiger ZV

Variierende Belastungsbedingungen bei einer Anlage

Xi1: Belastung,
X>:  Lebensdauer

Gemeinsame Dichte:
xle_X1X2 0 <x1 < 170 < X
f(xl,xz)(Xl,Xz) =

0 sonst

Frage: Soll Belastung kontrolliert werden z.B. Wert 0.7 7

Bedingte Dichte von X, unter der Bedingung X; = 0.7

fin,Xz)(O~7; X2)

fX2|X1:0‘7(X2) = £, (0.7)
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Zuerst: Berechnung der Randdichte von Xj :

le(Xl) = / f(Xth X1, X2 dX2 /Xle_X1XZdX2 = 17X1 S [O, 1]
—o0 0

= Xi gleichverteilt auf [0, 1]

Damit bedingte Dichte: (nur definiert fiir x; € [0,1])

xje %

sz [ Xi=x1 (X2) = { !
0

= xp e "% fir xo >0

fiir x» <0
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Resultat: Exponentialverteilung mit Parameter x;.

Somit: X— ist Erwartungswert der auf X; = x; bedingten Verteilung
der Lebensdauer x1 Ausfallrate.

Bei kontrollierter Belastung mit Wert x; steigt die Lebensdauer
(bzw. fillt die Ausfallrate) mit fallendem x;.

Bedingte Dichte hangt von der Bedingung X; = x; ab. (x > 0)
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Uberpriifungsaufgabe: Berechnung der Randverteilung von X,

+00 1

o) = /f(x1 x,)(x1, x2)dxy :/x T2 lyy

|
8
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Zusammenfassung

Im diskreten Fall:

Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y unter der Bedingung
X =x mit P(X = x) # 0:
P(Y =y,X =x)

P(X = x)

P(Y =y|X =x) =

fiir alle Werte y von Y. Zu vergleichen mit der
Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y.

Kapitel X - Randverteilung, bedingte Verteilung und L angigkeit von Z iablen

41



Zusammenfassung

Im stetigen Fall:

bedingte Dichte von Y unter der Bedingung X = x mit fx(x) #0:

fY‘X:X(y) = W

zu vergleichen mit der Randdichte von Y.
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Unabhangigkeit

X und Y heiBen unabhingig, wenn

a) im diskreten Fall:
die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y nicht von
der Bedingung abhdngt und mit der Verteilung von Y
libereinstimmt.

b) Im stetigen Fall:
die bedingte Dichte nicht von der Bedingung abhangt und mit
der Randdichte iibereinstimmt.
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formal - Unabhangigkeit

zua) P(Y = y|X = x) = 2G50 = P(Y = )

= P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y), fir alle x und y

2ub) 2G5 = Fo(y)

= fx,y(x,y) = fx(x)fy(y), fiir alle x und y

Kapitel X - Randverteilung, bedingte Verteilung und L angigkeit von Z

44



formal - Unabhangigkeit

Aus a) bzw. b) folgt:

Fx v(x,y) = Fx(x)Fy(y), fiir alle x und y

Die Umkehrung gilt auch (Ubungsaufgabe).

Die Definition ldsst sich ausdehnen fiir Xi,..., X, mit n > 2.
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