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Wahrscheinlichkeitsraum

Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus 3 Komponenten:

o Grundgesamtheit Q (Menge der Elementarereignisse)
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Kapitel Il - Wahrscheinlichkeitsraum



Wahrscheinlichkeitsraum

Ein Wahrscheinlichkeitsraum besteht aus 3 Komponenten:

o Grundgesamtheit Q (Menge der Elementarereignisse)
@ Mengensystem der Ereignisse A(f2)

o WahrscheinlichkeitsmaB (ordnet jedem Ereignis eine
Wahrscheinlichkeit zu)
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Wahrscheinlichkeitsraum

Forderungen an die Komponenten:
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Wahrscheinlichkeitsraum

Forderungen an die Komponenten:

1.) Grundgesamtheit: Q # ()
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Wahrscheinlichkeitsraum

Forderungen an die Komponenten:

1.) Grundgesamtheit: Q # ()

2.) Mengensystem der Ereignisse:
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Wahrscheinlichkeitsraum

Forderungen an die Komponenten:

1.) Grundgesamtheit: Q # ()
2.) Mengensystem der Ereignisse:
o Q € A(Q) ( “sicheres Ereignis”)
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Wahrscheinlichkeitsraum

Forderungen an die Komponenten:

1.) Grundgesamtheit: Q # ()
2.) Mengensystem der Ereignisse:

o Q € A(Q) ( “sicheres Ereignis”)
s AcA(Q) = Q\Ac AQ)
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Wahrscheinlichkeitsraum

Forderungen an die Komponenten:

1.) Grundgesamtheit: Q # ()
2.) Mengensystem der Ereignisse:

o Q € A(Q) ( “sicheres Ereignis”)
s AcA(Q) = Q\Ac AQ)

oA;GA(Q)fUri:1,2,3,... = A,EA(Q)
i=1
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Wahrscheinlichkeitsraum

3.) WahrscheinlichkeitsmaB:
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Wahrscheinlichkeitsraum

3.) WahrscheinlichkeitsmaB:
o P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A
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Wahrscheinlichkeitsraum

3.) WahrscheinlichkeitsmaB:

o P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A
e A;,i=1,2,3,... Ereignisse, paarweise disjunkt, d.h.:
(A,'ﬂAj :(Z)furl#_j),

o0

= P(JA)=>D_P(A)
i=1 i=1
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Wahrscheinlichkeitsraum

3.) WahrscheinlichkeitsmaB:

o P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A
e A;,i=1,2,3,... Ereignisse, paarweise disjunkt, d.h.:
(A,'ﬂAj :(Z)furl#_j),

o0

= P(JA)=>D_P(A)
i=1 i=1
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o-Algebren

Definition:
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o-Algebren

Definition:

Sei Q # 0. Eine Teilmenge A(2) der Potenzmenge von § heiBt
o-Algebra, wenn sie die Eigenschaften erfiillt.

0 Qc AQ)

Kapitel Il - Wahrscheinlichkeitsraum



o-Algebren

Definition:

Sei Q # 0. Eine Teilmenge A(2) der Potenzmenge von § heiBt
o-Algebra, wenn sie die Eigenschaften erfiillt.

QO QcAQ)
Q@ AcAQ)=Q\Ac A(Q)
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o-Algebren

Definition:

Sei Q # 0. Eine Teilmenge A(2) der Potenzmenge von § heiBt
o-Algebra, wenn sie die Eigenschaften erfiillt.

0 Qc AQ)

Q@ AcAQ)=Q\Ac A(Q)
Q A € AQ)firi=1,23,...= U=, A € AQ)
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o-Algebren

Definition:

Sei Q # 0. Eine Teilmenge A(2) der Potenzmenge von § heiBt
o-Algebra, wenn sie die Eigenschaften erfiillt.

Q Qe AQ)
Q@ AcAQ)=Q\Ac A(Q)
Q A € AQ)firi=1,23,...= U=, A € AQ)

Eigenschaft 3 heiBt auch o-Vollstandigkeit.
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o-Algebren in Anwendungsfallen

o Die Grundgesamtheit ist endlich oder abzihlbar unendlich: Die
Potenzmenge der Grundgesamtheit ist die o-Algebra der
Ereignisse.
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o-Algebren in Anwendungsfallen

o Die Grundgesamtheit ist endlich oder abzihlbar unendlich: Die
Potenzmenge der Grundgesamtheit ist die o-Algebra der
Ereignisse.

@ Die Grundgesamtheit ist die Menge der reellen Zahlen:
o-Algebra ist die kleinste o-Algebra die die Halbgeraden
(=00, a] als Elemente enthilt (o-Algebra der Borelschen
Mengen in R)
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o-Algebren in Anwendungsfallen

o Die Grundgesamtheit ist endlich oder abzihlbar unendlich: Die
Potenzmenge der Grundgesamtheit ist die o-Algebra der
Ereignisse.

@ Die Grundgesamtheit ist die Menge der reellen Zahlen:
o-Algebra ist die kleinste o-Algebra die die Halbgeraden
(=00, a] als Elemente enthilt (o-Algebra der Borelschen
Mengen in R)

@ Die Grundgesamtheit ist der R": o-Algebra ist die kleinste
o-Algebra, die die Mengen

{(x1, X2y -y Xn)|xi < o flir i =1,2,...,n}

fir alle Vektoren (aq, g, ..., a,) € R” enthilt (sie heiBt
o-Algebra der Borelschen Mengen in R”).
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WahrscheinlichkeitsmalB

Definition:
Sei Q # () mit o-Algebra A(RQ).

P : A(Q2) — [0, 1] heiBt WahrscheinlichkeitsmaB, wenn
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WahrscheinlichkeitsmalB

Definition:
Sei Q # () mit o-Algebra A(RQ).

P : A(Q2) — [0, 1] heiBt WahrscheinlichkeitsmaB, wenn
@ P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A.
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WahrscheinlichkeitsmalB

Definition:
Sei Q # () mit o-Algebra A(RQ).

P : A(Q2) — [0, 1] heiBt WahrscheinlichkeitsmaB, wenn
@ P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A.
Q@ A;,i=1,2 3, ... Ereignisse, paarweise disjunkt
(AinA; =0 fiir i # j),
= P(JA)=>_PA) o-Additivitat
i=1 i=1
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WahrscheinlichkeitsmalB

Definition:
Sei Q # () mit o-Algebra A(RQ).

P : A(Q2) — [0, 1] heiBt WahrscheinlichkeitsmaB, wenn
@ P(A) > 0 fiir alle Ereignisse A.
Q@ A;,i=1,2 3, ... Ereignisse, paarweise disjunkt
(AinA; =0 fiir i # j),
= P(JA)=>_PA) o-Additivitat
i=1 i=1

o PIQ) =1
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Folgerungen:

@ AC B:P(B\ A) = P(B)— P(A) und P(A) < P(B)
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Folgerungen:

@ AC B:P(B\ A) = P(B)— P(A) und P(A) < P(B)
@ P(Q\ A)=1-P(A)
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Folgerungen:
Q@ ACB:P(B\A)=P(B)— P(A) und P(A) < P(B)

Q@ P(Q\A)=1—-P(A)
Q@ PA<SP)=1
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Beispiel

Gegeben: Haufigkeitsverteilung von Klassen und Summenhaufig-
keitsfunktion SF
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Beispiel

Gegeben: Haufigkeitsverteilung von Klassen und Summenhaufig-
keitsfunktion SF

SF(«) = Anteil der Messwerte < «
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Beispiel

Gegeben: Haufigkeitsverteilung von Klassen und Summenhaufig-
keitsfunktion SF

SF(«) = Anteil der Messwerte < «

SF(«) wird interpretiert als Wahrscheinlichkeit fiir einen Messwert
< « bei einem neu produzierten Teil.
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Beispiel

Gegeben: Haufigkeitsverteilung von Klassen und Summenhaufig-
keitsfunktion SF

SF(«) = Anteil der Messwerte < «

SF(«) wird interpretiert als Wahrscheinlichkeit fiir einen Messwert
< « bei einem neu produzierten Teil.

Sollwert: 100
Toleranzbereich: [99.5; 100.5]

Frage: Wie groB3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir ein korrektes Teil?
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Umgehensweise zur Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A C Q:

a) Q endlich oder abzéhlbar unendlich: Q = {wy,wy, ...}

o Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten fiir
Elementarereignisse
P({w}) fur i=1,2,3,...

o P(A)= > P({wi})

w;€A
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Umgehensweise zur Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A C Q:

a) Q endlich oder abzéhlbar unendlich: Q = {wy,wy, ...}

o Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten fiir
Elementarereignisse
P({w}) fur i=1,2,3,...

o P(A)= > P({wi})

wi€A
b) Q iiberabzihlbar unendlich: Q = R
e Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir jede Teilmenge
(—o0,a] mita € R
o A C R. Berechnung von P(A) mit Hilfe der Rechenregeln
aus den Wahrscheinlichkeiten fiir (—oo, o], € R
(nicht fiir alle A C R mdglich)
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Umgehensweise zur Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A C Q:

Bemerkung:

Es geniigt nicht, die Wahrscheinlichkeiten P({«}) fiir alle reellen
Zahlen « zu bestimmen. (Beispiel: P({a}) = 0 fiir alle & € R)
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Umgehensweise zur Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis A C Q:

Bemerkung:

Es geniigt nicht, die Wahrscheinlichkeiten P({«}) fiir alle reellen
Zahlen « zu bestimmen. (Beispiel: P({a}) = 0 fiir alle & € R)

Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit fiir (—oo, @] kann wie im
Beispiel 4 durch eine Funktion F erfolgen.

Moglich fiir jede monoton steigende und stetige Funktion F mit

lim Fla)=0, lim F(a)=1, P((—o0,a])=F(a)

a—r—00 a—> 00
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WahrscheinlichkeitsmaBe in Anwendungsfallen

@ Die Grundgesamtheit ist endlich oder abzdhlbar unendlich: Das
WahrscheinlichkeitsmaB wird angegeben fiir die
Elementarereignisse, also fiir die Elemente der
Grundgesamtheit. Fiir eine Teilmenge A erfolgt die
Berechnung nach:

P(A)=)_P({a})

acA
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WahrscheinlichkeitsmaBe in Anwendungsfallen

@ Die Grundgesamtheit ist endlich oder abzdhlbar unendlich: Das
WahrscheinlichkeitsmaB wird angegeben fiir die
Elementarereignisse, also fiir die Elemente der
Grundgesamtheit. Fiir eine Teilmenge A erfolgt die
Berechnung nach:

P(A)=)_P({a})

acA

@ Die Grundgesamtheit ist die Menge der reellen Zahlen: Das
WahrscheinlichkeitsmaB wird angegeben durch eine stetige,
monoton wachsende Funktion F: R — [0, 1] mit

lim F(x) =0, lim F(x) =1, F(x) = P((—o0,x])

X——0Q X—00
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WahrscheinlichkeitsmaBe in Anwendungsfallen:
Folgerungen

Grundgesamtheit ist die Menge der reellen Zahlen:

@ P((—o0,a]) = F(a)
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WahrscheinlichkeitsmaBe in Anwendungsfallen:
Folgerungen

Grundgesamtheit ist die Menge der reellen Zahlen:

@ P((—o0,a]) = F(a)
Q@ P((«, A]) = F(B) = F(a)
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WahrscheinlichkeitsmaBe in Anwendungsfallen:
Folgerungen

Grundgesamtheit ist die Menge der reellen Zahlen:

© P((—o0,a]) = F(a)
@ P((a, 5]) = F(B) — F(a)
@ P({a})=0
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WahrscheinlichkeitsmaBe in Anwendungsfallen:

Folgerungen

Grundgesamtheit ist die Menge der reellen Zahlen:

© P((—o0,a]) = F(a)
@ P((a, 5]) = F(B) — F(a)
@ P({a})=0

A endlich oder abzihlbar unendlich: P(A) =0
z.B. Q@ Menge der rationalen Zahlen: P(Q) = 0
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