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Aufgabe 1

Gegeben seien eine standardnormalverteilte Zufallsvariable X sowie eine Funktion ¢ : R — R
mit:

g(xz)=lz|+4, z e R.
(a) Bestimmen Sie P(g(X) € [a,b]), a,b € R, mit a < b.

(b) Berechnen Sie P(g(X) < 4.4).

(c) Berechnen Sie E(g(X))

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S.84fF)

(a) g(x) ist nicht invertierbar, weshalb die Transformationsformel fiir Dichtefunktionen nicht
anwendbar ist.

Es gilt:
P(g(X) € [a,b]) = Fyx)(b) — Fy(x)(a)
und fiir Fy(x)(u) mit u > 4 ergibt sich:

Foo@= [ fr@do= [ fe@s

g(x)<u || +4<u

u—4
_ / fx (@) dz = Fx(u—4) — Fx(4 —u)
4—u

Fiir a,b € IR mit 4 < a < b ergibt sich somit:

P(g(X) € [a,b]) = Fyx)(b) — Fyx(a)

Fx(b—4) — Fx(4—b) — Fx(a—4) + Fx(4 — a)
Fx(b—4) = Fx(a—4)+ (Fx(4—a) — Fx(4-1b))
= P(X€la—4b—-4])+P(Xec[4—-0b4—a])

Beispiel: P(g(X) € [6,8]) = P(X € [2,4]) + P(X € [-4,-2])
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Abbildung 1: Veranschaulichung der Transformation
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P(g(X)<44) = / fx(x)de = / fx(z)dx
g(r)<4.4 —-0.4
= 20(0.4)—1 = 0.3108
(¢) Fiir den Erwartungswert von g(X) ergibt sich:
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Aufgabe 2

X sei eine reellwertige Zufallsvariable, deren Verteilung durch die folgende von einem Parameter
v > 0 abhéngende Dichtefunktion f,(x) bestimmt ist:

l-(1—:5)(%_1) fir0<z <1
f@ = {7 :

0 sonst

(a) Skizzieren Sie den Verlauf der Dichtefunktion f,(x) fiir die Félle v = 0.5 und v = 2.
(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion F(¢) der Zufallsvariablen X.

(c) Berechnen Sie fiir beliebiges n € N folgende Momente:

E(l1-X)", E(X), Var(1 - X), Var(X)

(d) Berechnen Sie eine Dichte der Zufallsvariablen ¥ := —In(1 — X)

L6sung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 64ff, 69ff, 91ff und 109
ff)
(a) Fiir v = 2, 0.5 ergeben sich folgende Dichtefunktionen:

—2¢x+2 fir0<z<l1
Jos(x) = 0 sonst ’

1 fir0<x<1
fg(%) — 2+/(1—x)
0 sonst

(b) Fiir die Verteilungsfunktion F.(t) gilt:

( 1 furt>1

t t
Fy(t) = / fy(x)dx = / 1 (1-— x)(%’l) dr fir0<t<1
—0o0 0

0 firt <0
1 firt>1

={ 1-(1-1) fiwr0<t<l

0 firt <0
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(a) fos(x) = =2z +2- L(0,1)(x) (b) f2(z) = 5= - L0,1)(x)

Abbildung 2: Skizzen der Dichtefuntionen
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Var(X) =0+ (=1)*Var(X) = Var(l) + Var(—X) = Var(l — X)

Var(l = X) = B((1 = X)*) = (B(1 - X))*

(d) Fiir den Wertebereich von Y gilt, da X € (0,1), dass Y € (0,00); desweiteren ist die
Transformation bijektiv. Damit erhélt man bereits fiir die Dichte gy (y) = 0 fiir y < 0.

Alternative 1: Man berechnet die Verteilungsfunktion Gy (¢) und erhélt dann eine Dichte

gy (y) durch Differentiation:

Gy(t)=P(Y <t)=P(—-In(1 - X) <t) = P(In(1 — X) > —¢)
=P1l-X>e)=P(X<l-e!)=Fx(l-e
—1l-(1-(l—et)i=1-e7" =

1 v
gy(y)zae y fir y >0

Alternative 2: Transformationsformel mit

 fx(T ()

gy (y) = m



Aufgabe 3

Fine Zufallsvariable X mit 0 < X < 1 habe die Verteilungsfunktion

0 firz <0
Fx(z) = l—e % fir0<az<l ,
1 firx>1

mit festem Parameter A > 0.

(a) Berechnen Sie die Dichte fx zu X.

(b) Es sei Y := T(X) die Zufallsvariable, die aus X durch die Transformation

T:z+—

1—=x

hervorgeht. Bestimmen Sie den Wertebereich von Y und geben Sie eine Dichte gy zu Y
an. Wie heifit die Verteilung der Zufallsvariablen Y'?

*(=xp)

Hinweis: Verwenden Sie die Zerlegung X = X (1 — X) + X?

(c) Bestimmen Sie

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 64ff, 69ff, 91ff und 109
ff)

(a) Die Dichtefunktion berechnet sich als Ableitung der Verteilungsfunktion und somit gilt fiir
O<ze <t A1 )4

’ _ Az —x)+ A\x

fx(z) = Fx(x) =e 1o - ———"—5—

(1—x)?
und es ergibt sich:
N T
fxl@) = { a2 ¢ 77 fiir 0 <z < 1
0 sonst
(b) Wertebereich von Y:
X —(1-X)+1 1
Y = - .
1-X 1— X +1_X€(0,oo)
S~——
€(1,00)



Berechnung der Verteilung von Y:

X <t)
1-X~

=P(X <t(1-X))=P((1+t)X <t)

Fy(t) = P(Y <t) = P(

. t
0 furlT_tSO
¢ ¢ Az
=P(X<— V=Fy(—)={ 1—¢ "7 fir0<& <1
<) =) T+t
. t
1 furmzl
_ 0 firt <0
Tl 1l—eM fir0<t

Die Dichte zu Y lautet damit

Xe ™M fiirt >0
Ir(t) = { 0 sonst

Alternativ kann auch die Transformationsformel angewendet werden und fithrt zu den
gleichen Ergebnissen.

Y ist exponentialverteilt mit Parameter .

(c) Mit Hilfe des Hinweises ergibt sich:

) (5) ()



Aufgabe 4

(a) Die Zufallsvariable X sei standardnormalverteilt. Berechnen Sie fiir 4 € IR und o € IR~
die Dichtefunktion der Zufallvariablen Y mit Y := exp(c X + p).

(b) Berechnen Sie den Modalwert und den Median der Zufallsvariablen Y.
(c) Berechnen Sie den Erwartungswert von Y.

(d) Skizzieren Sie die Dichtefunktion von Y fiir eine geeignete Wahl der Parameter u, o und
tragen Sie die berechneten Lageparameter im Schaubild ein.

Bemerkung: Die Verteilung von Y heifit Lognormalverteilung LN (u, o) und spielt in der Finanz-
mathematik eine bedeutende Rolle.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 64ff, 69ff, 91ff und 109
ff)

(a) Fiir die Transformation 7' gilt:

T : IR— (0,00)
x = e =y

und fiir die Ableitung bzw. Umkehrfunktion ergibt sich:
1
T'(x) = o™, T (y) = =(Iny — p)
o

Hieraus ergibt sich mit Hilfe der Transformationsformel fiir Dichten:

71 1 L nuew? 1
o) = D e 1)
1 2

— L (Iny—
N \/27ray€ oz " 1(0,00)(¥)

(b) Der Modalwert entspricht der Maximalstelle der Dichtefunktion. Da g(y) fiir y — 0 und
y — oo und gy (y) stetig verschwindet, ist die notwendige Bedingung auch hinreichend:

0 = g,v)
1 1 — 1 (lny—p)2 1 1 (lny—un)2 1 1
= 7 2710—6 2oz ny=m)" 4 271-0—3/6 5,z (Iny—p) ,(_02> (lny—,u)'g
1
& —(lny — 1=0
—s(lny —p) +
& y:e“_UQ,

d.h. der Modalwert lautet: yys = en=a?,
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Abbildung 3: Dichtefunktion der Lognormalverteilung mit Parametern p =1, 0 = 1

Der Median von Y entspricht dem 0.5-Quantil der Verteilung von Y und ldsst sich wie
folgt aus der Verteilung von X berechnen:

- 1 11
P(Y <y) = P(e7* <y)=P(X < —(log(y) — p) = 5
X l(lny—,u) ;Oﬁlny:,u
o

= y=-ek,
d.h. der Median lautet: yz; = e*.

(c) Der Erwartungswert EY lédsst sich prinzipiell auf zwei Arten berechnen:

BY = [ y-gv(dy und BY = B = [ e (o) da
R R

Hier wahlen wir die zweite Variante:

1 2 1 z2
EY) = 7T . T T dx = / e T TOTTL gy
(¥) /IR V2T R V2T

_ / L o) —0?2 g _ / 1 Loty gy
R V27w R V27T

o

2
= ettty e"3@=0) o — ot%

v

)

0,2
d.h. der Erwartungswert lautet: FY = et 2.



Aufgabe 5

In einer automatischen Uberwachungsanlage besteht Q C IR* aus Messwert-Kombinationen,
die an k& Kontrollinstrumenten prinzipiell beobachtbar sind. Nach Experteneinschétzung gilt
ein Bereich S C € als kritisch (“Storfall”). Eine Modellrechnung liefert eine Wahrscheinlich-
keit P(S) = 2-107% Eine weitere Zuverlissigkeitsanalyse liefert die Wahrscheinlichkeiten
P(A|S) = 0.95 fir Alarm, wenn ein Storfall vorliegt (Entdeckungswahrscheinlichkeit), und au-
Berdem P(A€S€) = 0.99 fur Nichtalarm im unkritischen Bereich.

Fiir das technische System sind zu berechnen:

(a) die Wahrscheinlichkeit P(A) fiir Alarm,
(b) die Wahrscheinlichkeit P(S¢|A), dass ein Alarm ein Fehlalarm ist,

(c) die Wahrscheinlichkeit P(S|A€) fiir einen unentdeckten Storfall.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S. 91ff)

Nach Definition gilt:

P(A|B) = W

Daraus ergibt sich:
P(AnB)=P(A|B)-P(B)=P(B|A)-P(A)
Seien Aj,..., A, und B Ereignisse (Hypothesen oder Zusténde), mit

JAi=9.4nA; =0 fiici # j
i=1
dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

P(B) = iP(B\A»-P(Ai)

n
= > P(BNA)
i=1
Satz von Bayes: Die Wahrscheinlichkeit fiir die Hypothese A; geniigt bei Eintreten von B fol-

gender Gleichung:

PB) = =g =& P(B|A;) - P(A;)
=1

2

Als Anwendung in der Aufgabe wihlen wir:

e Hypothesen: Storfall(S)/kein Storfall(S€¢)

e Beobachtungen: Alarm (A)/ kein Alarm (A°)

10



Es ergibt sich:

(a) P(A) = P(A|S) - P(S)+ P(A|S) - P(S°) (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit)
= 0.95-2-107%40.01-(1—2-10~%) = 0.01019

P(S°NA) _ P(A|S®)-P(S9) _0.01-(1—-2- 1074)

(b) P(S°14) - = P(A) P(A) 0.01019
= 0.9813
o P(SNA°  P(A°S)-P(S) 0.05-2-107*
(©) PSIAD = —pe = P4 1-001019
= 0.0000101

11



(a)

(b)

Aufgabe 6

Bei einem Gliickspiel werden 200 Kugeln (100 rote und 100 schwarze) gezielt auf zwei
Schilchen verteilt, wobei keines der Schélchen leer sein darf. Anschlieend wird mit ver-
bundenen Augen zufillig ein Schélchen ausgewiahlt und hieraus rein zufillig eine Kugel
gezogen.

Ist die gezogene Kugel schwarz hat man gewonnen, andernfalls verloren. Wie muss man
die Kugeln aufteilen um die maximale Gewinnchance zu haben? Wie grof3 ist diese?

Von einem Test zur Identifizierung einer ansteckenden Krankeit ist bekannt, dass der
Test zu 99% bei infizierten Personen positiv (Infizierung) ausfillt, wihrend er bei 98%
der gesunden Personen negativ (keine Infizierung) ist. Ferner ist bekannt, dass 0.1% der
Bevolkerung diese Krankheit hat.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist man tatséchlich infiziert, wenn man ein positives Test-
ergebnis hat?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S. 91ff)

Es bezeichne n 4 die Gesamtanzahl an Kugeln in Schélchen A und k& die Anzahl an schwar-
zen Kugeln in Schélchen A. Die Anzahl an Kugeln in Schilchen B betridgt demnach
ng = 200 — n4 und die Anzahl an schwarzen Kugeln in Schélchen B ist 100 — k. Man
stellt fest, dass fiir n4 = 100 die Gewinnwahrscheinlichkeit P(G) unabhéngig von k bei 50
Prozent liegt:

P(G) = P(schwarz | A) - P(A) + P(schwarz | B) - P(B)

k 100 — k
=100 T 00

0.5=0.5

Durch Umbenennung der Schélchen ist es im Falle n4 # 100 immer moglich, dass gilt:
na < 100. In diesem Falle gilt fiir beliebiges aber festes n:

P(G) = P(schwarz | A) - P(A) + P(schwarz | B) - P(B)

k 100 — £
=—-054+——-05
oy +200—n,4
100 —ny 50
<nA(20()—nA)> 200 —na’ oA
>0

d.h die Gewinnwahrscheinlichkeit wird maximal falls gilt: £ = n4. Hierfiir gilt wiederum:

P(G) = P(schwarz | A) - P(A) + P(schwarz | B) - P(B)
k 100 — k 1 100 — nA>

=— - 05+— - 05==- 14+ ———
7y +200—n,4 2 <+200—n,4

1 5 100
2 200 —mn4 /)’
d.h die Gewinnwahrscheinlichkeit wird maximal falls gilt n4 = 1 und fiir die diese gilt

dann P(G) = 153 ~ 0.75.

12



(b) Man berechnet analog zu Aufgabe 5 mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlich-
keit:

P(positiv) = P(positiv | krank) - P(krank) 4+ P(positiv | gesund) - P(gesund)
=0.99 - 0.001 + 0.02 - 0.999 = 0.02097
P(krank N positiv)  P(positiv | krank) - P(krank)
P(positiv) B P(positiv)
~0.99-0.001
~0.02097

P(krank | positiv) =
= 0.04721

Man muss sich somit keine allzu groflen Sorgen machen, denn ein positives Testergebnis
bedeutet nur in 5% aller Fille, dass man wirklich infiziert ist.

13



Aufgabe 7

(a) Zwei Firmen stellen ein Produkt unter Verwendung von zwei Herstellungsverfahren her.
Aus der Gesamtproduktion beider Firmen werde zuféllig ein Teil entnommen. Der Zufalls-
vektor X = (X1, X, X3) enthélt folgende Angaben:

-
- |
“- |

Die folgende Tabelle gibt die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung an:

Firma 1
Firma 2

Verfahren 1
Verfahren 2
Teil gut

Teil schlecht

= O N = NN

Firma 1 (X; =1) Firma 2 (X; = 2)
Verfahren 1 | Verfahren 2 | Verfahren 1 | Verfahren 2
(Xo=1) | (Xp=2) | (Xo=1) | (Xo=2)
Teil gut (X3 =0) 0.045 0.4 0.225 0.005

Teil schlecht (X3 =1) 0.005 0.05 0.225 0.045

Welches Verfahren schneidet insgesamt bzw. bei den einzelnen Firmen besser ab? Berech-
nen Sie zur Beantwortung dieser Frage die folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P(X3=1|X,=1) , P(X3=1|X,=2)
P(X3=1|X;=1,X3=1) , P(X3=1|X;=1,X,=2)
P(X3=1|X;=2X,=1) , P(X3=1|X;=2,X,=2)

Interpretieren Sie das Ergebnis!

(b) Die folgende Tabelle enthilt das Gesamtbruttoeinkommen, sowie die daraus gezahlte Ein-
kommenssteuer der Jahre 1974 und 1978 in den USA, aufgeschliisselt nach verschiedenen

Einkommensklassen:
Jahreseinkommen Einkommen | gezahlte Steuer
(pro Person in US$) | (in 1000 US$) | (in 1000 US$)
1974
< 5000 41651643 2244 467
5000 — 9999 146 400 740 13 646 348
10000 — 14999 192 688 922 21449 597
15000 — 99999 470010790 75038 230
> 100000 29427152 11311672
1978
< 5000 19879 622 689 318
5000 — 9999 122853315 8819461
10000 — 14999 171858 024 17155758
15000 — 99999 865037814 137860951
> 100000 62 806 159 24051 698

14



Modellieren Sie diesen Sachverhalt mit Hilfe eines Wahrscheinlichkeitsraums, wobei Sie
als Grundraum 2 die Menge aller 1974 und 1978 verdienter Dollar wihlen. Weiterhin
bezeichnen K, ..., K5 die Ereignisse, dass ein zufillig ausgewéhlter Dollar zu einer der
fiinf Einkommensklassen K; gehort, B das Ereignis, dass der Dollar 1974 verdient wurde
und A das Ereignis, dass der Dollar als Einkommenssteuer abgefiihrt wurde. Berechnen
Sie die folgenden bedingten Wahrscheinlichkeiten:

P(A|B) , P(A|B°)
P(A|B,K;) , j=1...5
P(A|BSK;) , j=1...5

Interpretieren Sie das Ergebnis!

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S. 91ff)

P(Xg=11X=1) = = =046
P(X3=1|Xs=2) = %:0.19
P(Xs=1|X1=1,Xs=1) = %:0.1
P(Xs=1|X,=1,X=2) — %:o.i
P(Xs=1]|X1 =2, Xy =1) = %:w
P(X3=1|X1=2,Xs=2) = 00'%5:0.9

Interpretation: Verfahren 2 scheint insgesamt gesehen besser zu sein. Bei den beiden Firmen
schneidet es aber jeweils schlechter ab. Grund ist, dass Firma 2, bei der das Verfahren 2 sehr
schlecht ist, hauptsichlich Verfahren 1 einsetzt, wihrend Firma 1, bei der die Verfahren
dghnlich gut funktionieren, Verfahren 2 bevorzugt.

Insgesamt wurden 1974 880179247 US$ verdient und davon 123690314 US$ als Ein-
kommenssteuer abgefiihrt. 1978 wurden insgesamt 1242434 934 US$ verdient und hiervon
wiederum 188 577 186 US$ abgefiihrt. Hiermit kénnen die gesuchten Wahrscheinlichkeiten
direkt aus der Tabelle abgelesen werden:

123690314
P(A|B) = ———=-=0.141
(41B8) 880179247 0
188577186
P(A|B°) = ————— =0.152
(415%) 1242434934

15



Fiir die Steuersétze in den verschiedenen Einkommensklassen 1974 ergibt sich

0.054 j=1
0.093 j =2
P(A|B,K;)={ 0111 j=3
0.160 j=4
0384 j=5

wahrend man fiir 1978 erhilt:

0.035 j=1
0.072 j =2
P(A|B°K;)={ 0100 j=3
0.159 j =4
0383 j=5

Man erkennt, dass von 1974 nach 1978 die Einkommenssteuerséitze in jeder Einkom-
mensklasse gefallen sind, dass aber trotzdem die Durchschnittssteuerbelastung von 14.1%
auf 15.2% gestiegen ist.

Bemerkung: Es sei Ki,..., K, eine disjunkte Zerlegung eines Grundraums € und A, B zwei
beliebige Eregnisse. Gelten die folgenden beiden Ungleichungen, so wird dieser Sachverhalt als
Simpson-Paradoxon bezeichnet:

P(A|B,K;) > P(A| B K;) firj=1,...,n
P(A|B) < P(A| B

16



Aufgabe 8

Betrachtet wird eine Maschine mit exponentialverteilter Lebensdauer (1" ~ Exzp(\)).

(a) Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Mindestlebensdauer von a € IR Zeiteinhei-
ten? Wie dndert sich diese Wahrscheinlichkeit fiir wachsende Parameterwerte \?

(b) Berechnen und interpretieren Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P([0, ¢o + al|[to, 00)) mit
a > 0. Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem aus (a).

(c) Wie lautet die Dichte einer auf [0, a] bzw. [a, 0] gestutzten Exponentialverteilung? Was
fallt Thnen bei der letztgenannten auf?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.64ff und S. 109ff)

Exponentialverteilung:

0 , <0
fr(z) = {)\e_m x>0

0 , <0
Pr(z) = {1—6‘” x>0

P(TZG) = 1—P(T§a) = 1_(1_6—)«1)

— e—)\a

Die Wahrscheinlichkeit nimmt mit wachsendem A ab.

P(T <tp+aund T > tg)
P(T > to)

Pr((0,to + a) [ [to; o0]) = P(T' < to + a|T > to) =

P(T € [to, to + al) - F(to+ a) — F(to)

P(T > t 1— F(ty)
1— —Ato—Aa __ 1 —Ato
- - X - =l-e
e Mo
=P(T <a)

Man erkennt, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die Maschine in den néchsten a Zeitein-
heiten ausfallt, wenn sie bis zu einem Zeitpunkt ¢y iiberlebt hat, mit der Wahrschein-
lichkeit, dass die Maschine in den ersten a Zeiteinheiten nach Inbetriebnahme ausfillt,
iibereinstimmt. Aus diesem Grunde bezeichnet man die Exponentialverteilung auch als
“Verteilung ohne Gedéchtnis”.

17



(¢) Auf ein Intervall I gestutzte Verteilung: Bedingte Verteilung einer Zufallsvariable X, unter
der Bedingung X € I, d.h. fiir I = [a,b] ist

P((@) , r<a
~ T una xr —PQSXS(E) a X
F(x):p(xgxyXeI):P<X§(X£)EI) - XD , aszsh
Pxern) L 0 te®
bzw.
0 , T<a
Flz)=P(X<z|Xel) = 5;((‘;)):5((2) .z € [a,b)
1 , sonst
oder
i @)
F@) OET IO

, sonst

Mit den Angaben im Aufgabentext ergibt sich nun konkret:

/\e_M 0

, t<0
~ - _ At
fio,a) t) = 1 —e-Xa te0,q] und damit Fjg ) (t) = 176_)\& , tel0,al
0 , sonst l—e
1 , t>a
; e A=)y s g . E 0 , t<a
f[a,oo)(t) = { 0 . sonst und damit F[a,oo] (t) = 1 e—)\(t—a) . t>a

f[a,oo) (t) entspricht einer um a nach rechts verschobenen Dichtefunktion einer Exponenti-
alverteilung.

18



Aufgabe 9

Bestimmen Sie fiir eine auf ein symmetrisches Intervall [—c¢, ¢] gestutzte Normalverteilung N (0;1)
die Dichtefunktion ¢ und die Verteilungsfunktion ®, und stellen Sie diese graphisch dar.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S.91fF)

2
Es bezeichne p(z) := \/%eT die Dichte der Standardnormalverteilung. Dann ergibt sich analog

zu Aufgabe 8 (c¢) die Dichtefunktion der gestutzen Normalverteilung:

- ———— , T E|—ccC
Plocy(z) = 20(c) — 1 [=e.d]
0 , sonst

bzw. die Verteilungsfunktion der gestutzten Normalverteilung:

" 0 , T< —c
- _ _ B O(x) — ¢(—c)
(I)[—c,c] (x) - / Pl—c,d (t)dt - W y T E [ G C]
> 1 , sonst
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Aufgabe 10

Zur grafischen Darstellung des Zusammenhangs zwischen zwei Ereignissen A und B eines Wahr-
scheinlichkeitsraums (2, A(Q2), P) erstellen Sie folgende Zeichnung (siehe Abbildung 4):

Die eine Seite eines Quadrats mit der Kantenlénge 1 teilen Sie im Verhiiltnis P(A) : 1—P(A) und
teilen anschliefend, entsprechend dieser Aufteilung, das Quadrat in zwei Streifen. An den beiden
senkrecht dazu liegenden Seiten tragen Sie von oben die Strecken P(B|A) und P(B|Q\A) ab
und teilen anschliefend die zu P(A) bzw. 1 — P(A) gehorenden Streifen entsprechend.

P(A) 1-P(A)

P(A) 1-P(A)

Abbildung 4: Skizze zu Aufgabe 10

(a) Zeigen Sie, dass der Fldcheninhalt der schraffierten Fliche gerade P(B) entspricht.

(b) Zeigen Sie, dass die Ereignisse A und B genau dann unabhéngig sind, wenn die schraffierte
Fléche ein Rechteck bildet.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S.91ff)

(a) Mit Hilfe des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich:
P(B)=P(B|A)-P(A)+P(B|Q\A) - P(Q\A)

=Fliache Rechteck 1 —=Fliache Rechteck 2
= Fliache der schraffierten Fliche

(b)

“=" Seien die Ereignisse A und B unabhéngig. Dann gilt fiir die Lange der vertikalen
Kante von Rechteck 1:
P(BNA) P(B)-P(A)
P(B|A) = = = P(B
(B14) = Z 55 et
Aus der Unabhéngigkeit von A und B ergibt sich unmittelbar die Unabhéngigkeit von
O\ A und B (wie?) und deshalb gilt fiir die Lénge der vertikalen Kante von Rechteck
2:

PB4 =T (Jf(g\%m _F (@('Qli%\f‘” _ P(B)
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Die beiden Kantenldngen stimmen somit iiberein und die schraffierte Flidche bildet
folglich ein Rechteck.

Falls die schraffierte Fliche ein Rechteck darstellt so stimmt ihr Flécheninhalt mit
der Lénge der vertikalen Kante also mit P(B|A) iiberein. Auflerdem stimmt der
Fliacheninhalt geméf Teilaufgabe (a) aber mit P(B) iiberein und deshalb gilt:

P(BNA)

P(A)- P(B) = P(A)- P(B|4) = P(4) - —5 75

= P(BNA)

und somit sind die Ereignisse A und B unabhéngig.
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Aufgabe 11

(a) Zeigen sie, dass fiir die Verteilungsfunktion F'(z,y) einer zweidimensionalen Zufallsvaria-
blen gilt:

(i) F ist monoton steigend
(ii) F ist in jeder der Variablen von rechts stetig.
(iii) e lim F(X,Y)=1

r—+4o0
y—r—+o00

e lim F(z,y) =0 fiir jedes y
T——00

e lim F(x,y) =0 fir jedes
Y——00

(iv) Fiir alle 21 < 22 und alle y; < yo gilt:

F(xa,y2) — F(21,y2) — F(22,y1) + F(71,91) > 0

Bemerkung: Man kann zeigen, dass jede Funktion mit den Eigenschaften (i)-(iv) Vertei-
lungsfunktion einer zweidimensionalen Zufallsvariablen ist.

(b) Uberpriifen Sie unter Benutzung von Teil (a), ob die Funktion
(i)
1 firz>0,y>0und 2> +y%2>4

F(x,y) =
0 sonst

min{z, 1} - min{y,1} fir =z,y>0

F(z,y) =
0 sonst

Verteilungsfunktion einer zweidimensionalen Zufallsvariablen ist.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff.)

(a) Die Verteilungsfunktion F'(z,y) einer zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y) ist defi-
niert als:

F(x,y) = P(X <x,Y <y) fir (z,y) € R?
Nachweis der angegebenen Eigenschaften:
(i) Monotonie: Sei 1 < x9 und y; < yg, dann gilt:
(X <29,V <y} = {X <2,V <n} U{X <a,y1 <Y <y} U
{r1 <X <2, Y Sy} U {1 <X Swo,51 <Y <o}
Dabei ist die Vereinigung disjunkt. Damit ergibt sich:

F(‘TQayQ) = F(xhyl) + P({X <z, < Y < yQ}) +

+P({z1 <X <22, Y <yn}) + P({z1 < X < ao,51 <Y < y2}).

Da Wabhrscheinlichkeiten nicht negativ sind, folgt somit:

F(xi,y1) =P(X <21,Y <y1) S P(X < 29,Y <o) = F(x2,92)
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(i)

(iii)

Rechtsstetigkeit: Sei (z9,%0) € IR? beliebig aber fest und (z,)nen eine Folge mit
Zn | x0, dann gilt analog zum eindimensionalen Fall (Wahrscheinlichkeitstheorie,
S.44)

o0
{(@, )|z > 2o Vy > yo} = {(z,9)le > 21 Vy > yo} U {(@,9)l2: > 2 > wig1,y < yo}

i=1
und die Vereinigung ist disjunkt. Damit ist

1— F(xo,50) = P(X>zoVY >yo)

00
= P(X>$1VY>Q0)+Z(P($Z’2X>$i+1,Y§y0)
=1

= 1—F(x1,9) + Z(F(a:i, yo) — F(xit1y0))
i=1

= 1-— lim F(.I'i_;,_l, y())

i—00
woraus sich die Behauptung unmittelbar ergibt.
Analoge Beweisfithrung in .
Grenzwerte: Seien (2, )neN, (Yn)nen beliebige Folgen mit z, 1 oo bzw. y, T oco. Der
Beweis der Behauptung

lim F(zp,y,) =1

n—-+o0o

erfolgt in zwei Schritten. Sei yp € IR beliebig gewéhlt, dann ist

o0
{9y <o} ={@ vz <21,y <wo} U U{@ y)loi <2 <aigr,y < o}
=1

Damit gilt fiir die Randverteilung von Y

oo
Fy(yo) = P(Y <y) = P(X <a1,Y <yo)+ Y (P(x; < X <wip1,Y <)
=1
n
= F(a1,9) + lim > (F(it1,90) — Flzi, v0))
1=1
= lim F(znt1,90)

Fiir die Randverteilung von Y gilt bekanntlich

lim Fy (y,) =1

n—oo
Damit ist
lim lim F(x;, yx) = 1
k—o00i—00
und mit

lim F(z,,y,) = lim lim F (2, yx)

n—00 k—00i—>00
folgt die Behauptung.
Der Beweis fiir lim F(z,y) bzw. lim F(x,y) erfolgt analog zur Rechtsstetigkeit.
T——00 y——00
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(iv) Ungleichung:

F(x2,y2) — F(21,y2) — F(22,y1) + F(21,41)
= F(z2,y2) — F(z1,92) — (F(z2,51) — F(z1,51))
= P(X <29, Y <yo) - P(X <21,V <o) = (P(X <22, Y <tpy) — P(X < 21,Y < 1))
P(z1<X<x2,Y <y2) P(z1<X<x2,Y<y1)
= Plx1 < X<z, Y <o) — Plr1 < X <29,Y < 1py)
= Pla1 <X <z, <Y <y2) >0

(b) (i) Die Funktion F ist keine Verteilungsfunktion, da
F(2,2)— F(0,2) — F(2,0)+ F(0,0) = —1 < 0
T T T
d.h. die Bedingung (iv) aus Teilaufgabe (a) ist nicht erfiillt.
(ii) Es gilt:
0 fir < 0 oder y <0

x-y fir0<z,y<1
Fxy(z,y) = x firo<z<1l,y>1

Y firo<y<l,za>1

1 fir z,y > 1

Die Funktion F' ist stetig und monoton, die Bedingung an die Grenzwerte ist auch
erfiillt. Mit vielen Fallunterscheidungen lésst sich auch zeigen, dass die Bedingung
(iv) erfillt ist, d.h. F ist eine Verteilungsfunktion. F'(x,y) gibt den Flacheninhalt der
Fldche im Einheitsquadrat an (siehe z.B. Abb. 3(a)), der siidwestlich des Punktes
(z,y) liegt. Die linke Seite der Ungleichung entspricht damit dem Flicheninhalt des
Teils des Rechtecks beschrieben durch die Punkte (z1,y1) und (x2,y2), der im Ein-
heitsquadrat (siehe beispielhaft in Abb. 3(b)) liegt, und ist damit als Fldcheninhalt
nicht negativ.

(L1

(z.y)

= (w1,91) z

(a) (b)

Abbildung 5: Verdeutlichung der Ungleichung
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Aufgabe 12

Gegeben sei eine diskrete zweidimensionale Zufallsvariable Y = (Y7, Y2) mit der Verteilung

(yh y2) ('170) ('171) ('176) (270) (271> (276) (070) (Cvl) (C’ C)
P(Y1,Y2) = (y, 1) || 1/8 | 1/4 | 1/8 [1/16 | & |1/16| 1/8 | 1/8 | 1/8

(a) Bestimmen Sie c.
(b) Berechnen Sie die Randverteilungen.

(c) Wie groB ist P(Y < (2,¢))?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff., S.139ff.)

(a) Analog zu einer eindimensionalen Zufallsvariable muss gelten:
|
2 ZP (i) = 1

Hieraus ergibt sich die Forderung:

1
1 = - — -2
85+4+16 +c?

= 1+4+¢c% alsoc®=0bzw. c=0

d.h. die Wahrscheinlichkeitsverteilung lautet:

(y1,y2) (_170) (_171) (070) (071) (2,O> (271)
PY =(yi,52)) || 025 | 025 | 025 |0.125|0.125| 0

(b) Die Randverteilung einer diskreten Zufallsvariable Z = (X,Y) ist:

PX=x) = ZP =ux;,Y =y;) fur alle z;

PY =y) = ZP =x;,Y =y;) fiir alle y;

hier folgt mit Y = (Y1, Y2):

n “11 0 2 b, |92 0 1
PYy =41) | 05° | 0.375 | 0.125 " [ P(Ya=y,) | 0.625% | 0.375

wobei *P(Y = (-1,0))+P(Y = ((-1,1)) bzw. *P(Y = (-=1,0))+ P(Y = (2,0))+ P(Y =
(0,0)).
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P(Y <(2,0) = P(Yi<2undY;<0)
= P(Y =(~1,0)) + P(Y = (0,0)) + P(Y = (2,0))

_1 1

48 4

_ 9

8

Y2

[ ] 01 [ J
® /T Y1
-1 2

Abbildung 6: Veranschaulichung der Berechnung in (c)
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Aufgabe 13

Gegeben sei die Funktion

c(x®+y?) —-1<zy<l1

o(r,y) =
0 sonst

(a) Bestimmen Sie ¢ € IR so, dass ¢ Dichte einer zweidimensionalen Zufallsvariablen (X,Y)
wird.

(b) Berechnen Sie die Randdichten ¢;(z) und ¢a(y).
(c) Bestimmen Sie die Hohenlinien.

(d) Berechnen Sie F|xy(0,0.5), E(X) und E(Y | X = %)

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff., S.139ff.,171ff.)

(a) Aus den Bedingungen an eine Dichtefunktion ergibt sich:

1. p(z,y) >0 fir alle z,y = ¢>0

2.
400 +00 +1+1

//go(ac,y)dxdy = / c(z? 4 y?)dxdy

—00 —00 -1-1
+1
1
= c/(fc3+my2)
3
1
+1
2 2
= —c [ (14+3y*)dy

3
-1

+1
dy
—1

5 +1
= gc(y +9%)
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(b) Fiir -1 <z <1 gilt:

+oo
p1(z) = /w(x,y)dy
—00
+1
3
= /8( 2+ y?)dy
~1
3 1 i
_ 9, 2 13
-1
3 5 1
Damit ist
Zﬁ—i—i fir -1<x<1
pr(z) =
0 sonst
Analog ergibt sich
241 fir —1<y<1
pa(y) =
0 sonst

Die Definition fiir d

ie Hohenlinie lautet: Menge aller Punkte(z,y) € IR?, fiir die ¢(z,y)

einen vorgegebenen Wert (Hohe) h annimmt. (Schnitt durch den Graphen der Dichtefunk-
tion auf der Hohe h)

Sei h > 0. Da p(z,y
h

& 2?42

) < 2c ist, ergeben nur Werte von h < 2¢ = % Hohenlinien:

d.h. die Hohenlinie wird durch die Gleichung %h = 22 4 y? bzw. die Menge {(z,y)|z,y €

[—1,1] und %h = x?

+ 2} beschrieben. Die Hohenlinien sind hier Kreise (bzw. Kreisaus-

schnitte durch die Einschrinkung z,y € [—1, 1], s. Abb) mit Mittelpunkt (0,0) und Radius
\/%h, wobeil 0 < h < % ist, d.h. mit Radien zwischen 0 und V2.

Fx,y)(0,0.5)

0 05 5 0 ) 0.5
= / / p(z,y)dydr = 8/(x2y+3y3) dx
—00 —00 —1 -1
3 / 3 3.1 3 ‘
= 2524 de = 2t 42
8/( 5m+8)1: 8(2:13+8:v)
—1 -1
21
= — (=0.32812
o (=0.328125)
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Abbildung 7: Skizze der Funktion ¢ mit ihren Hohenlinien zu Teilaufgabe (c)

+o00 1
3 1
EX) = /a:gol(a:)dx = /(4x3+4a¢)daz
—0o0 -1
3 1 !
_ (9 410 _
= (163: +37 ) 1 0

Fiir die bedingte Dichte gilt:

") ’ it ey fir —1<y<1
e 1(3) 0 sonst
d.h. der bedingte Erwartungswert berechnet sich gemés:

+oo +1

1 3 64
BYIX=3) = [weyxydy = [+ 3y
—0o0 -1
3 3 '
_ /9.2, 9 4 _
= (5g¥ +14y)71 0.
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Aufgabe 14

FEine Straflenbahn verkehrt zwischen den Haltestellen G und H. Die Schwarzfahrer unter den
Fahrgiisten sind zu 60% jugendlich und zu 40% erwachsen. Um diesen das Leben zu erschweren,
werden alle Fahrgiiste zwischen G und H zweimal kontrolliert, und zwar zuerst von Kontrolleur
Nr. 1 und dann von Kontrolleur Nr. 2. Von Kontrolleur Nr.1 entdeckte Schwarzfahrer wer-
den natiirlich nicht noch einmal kontrolliert. Kontrolleur Nr. 1 entdeckt 60% der erwachsenen
Schwarzfahrer und 40% der jugendlichen Schwarzfahrer. Kontrolleur Nr.2 entdeckt 50% der er-
wachsenen Schwarzfahrer und 50% der jugendlichen Schwarzfahrer, die vorher noch nicht von
Kontrolleur Nr. 1 entdeckt wurden.

(a) Modellieren Sie das Kontrollverfahren durch einen Wahrscheinlichkeitsraum.
(b
(c

(d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten weiterer Kombinationsméglichkeiten

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schwarzfahrer entdeckt wird 7

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein entdeckter Schwarzfahrer jugendlich ist ?

)
)
)
)

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff.)

(a) Wahrscheinlichkeitsraum:

Grundgesamtheit: Menge aller Schwarzfahrer (betrachtet nach der Kontrolle)
Q = {w|w Schwarzfahrer}

Mengensystem der Ereignisse: Potenzmenge von € (da €2 endlich ist):
A(Q) =P(Q)

Wabhrscheinlichkeitsmaf:
P:P(Q) — 0,1]

1

w +— P({w}) = N N Anzahl der Schwarzfahrer, und somit
#A
A P(A)="—
o Py =T

Es handelt sich um einen ”Laplaceschen Wahrscheinlichkeitsraum” mit der Menge der
Schwarzfahrer als Grundgesamtheit.

Zur Differenzierung der Schwarzfahrer werden Zufallsvariablen X und Y eingefiihrt

0 fiir w erwachsen

X(w) =
1 fiir w jugendlich
1 fiir Schwarzfahrer, entdeckt von Kontrolleur Nr. 1 (K7)
Y(w) = 2 fiir Schwarzfahrer, nicht entdeckt von Kontrolleur K, entdeckt von K»

3 fiir Schwarzfahrer nicht entdeckt

Aus den Angaben ergibt sich:
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e

(X =0)
(Y=1|X=0)=06, P(Y =1|X =1)=04

(Y =2|X =0)=04-05 P(Y =2|X =1)=0.6-0.5,
(Y =3|X=0)=04-05 P(Y=3|X=1)=06-05

04, P(X =1)=0.6

v

e lae

(b) Gesucht: P(Schwarzfahrer entdeckt)=1 — P(Y = 3)

P(Y = 3) 148t sich zerlegen in die Wahrscheinlichkeit, dass ein erwachsener Schwarzfahrer
nicht entdeckt wird, und die Wahrscheinlichkeit, dass ein jugendlicher Schwarzfahrer nicht
entdeckt wird:

P(Y=3) = PY=3X=0)-PX=0)+PY =3X=1)-P(X=1)

=0.4-0.5 =0.4 =0.6-0.5 =0.6

= 0.08+0.18=0.26

Folglich ergibt sich:
P(Schwarzfahrer entdeckt) = 0.74

Alternativ kénnte die Wahrscheinlichkeit auch wie folgt berechnet werden:
P(Schwarzfahrer entdeckt) = P(Y € {1,2}) = P(Y =1)+ P(Y =2)
Fiir die einzelnen Summanden ergibt sich:
PY=1) = PY=1X=0PX=0+PY=1|X=1)P(X=1)
06-04+04-0.6=0.48

P(Y=2|X=0)P(X=0)+PY =2]X=1)P(X =1)
= 0.26 (analog zu P(Y = 3))

E
>.<
I

O
I

Damit ergibt sich: P(Y =1)+ P(Y =2) =0.74

(¢) Gesucht wird P(X =1|Y € {1,2})

P(X=1|ye{la) = LX=LYell2)

P(Y € {1,2})
 P(X=1Y=1)+4PX=1Y=2)
N 0.74
PV =1|X=1)P(X=1)+P(Y =2|X =1)P(X =1)
: 0.6-0.4+0.6-0.5-0.6 0021724
- 0.74 = oa ~ 0076

(d) Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von X and Y ergibt sich gemifl

P(X=0,Y=1 = P(Y=1|X=0)-P(X=0)
= 0.6-0.4=0.24

zu
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y=]1 2 3 [%
X =

0 024 008 00804
1 024 0.8 0.18 | 0.6
> 048 026 026 1
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Aufgabe 15

In einem Bahnhof steigen drei Reisende in einen Zug ein. Jeder von ihnen setzt sich zufillig in
eines von drei Zugabteilen. Die Zufallsvariable N bezeichne die Anzahl der (von ihnen) besetzten
Abteile, X; (i = 1, 2, 3) die Anzahl der Reisenden im i-ten Abteil.

(a) Bestimmen Sie die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung von N und X; sowie von
X 1 und XQ.

(b) Berechnen Sie E(N), E(X1), Var(N) und Var(Xy).
(¢) Sind N und X7 bzw. X7 und X5 unabhingig?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.129ff., S.155ff., S.171ff.)

(a) 1.Weg: Tabelle mit den moglichen Konstellationen (Es wird zwischen den 3 Reisenden
unterschieden, d.h. es gibt 27 Mdoglichkeiten, wie sich die 3 Reisenden auf die Abteile
verteilen konnen; jeder der Reisenden hat ja 3 Moglichkeiten. Jede der 27 Moglich-
keiten hat die Wahrscheinlichkeit 2%)

X1 | Xo | X3 | N | Anzahl Moglichkeiten
3 0 0 1 1
0 3 0 |1 1
0 0 3 |1 1
2 1 0 2 3
2 0 1 2 3
0 2 1 2 3
1 2 0 2 3
1 0 2 |2 3
0 1 2 2 3
1 1 113 6
> =27
Man erhélt somit folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:
x| 0 1 2 3 N|1 2 3
T z Z1 Z
1 3 3 1 8 2 6 8
0 7w o % | 0 7w o V|7
3 6 3 12 6 6 12
1 3w o o 0|97 1 0 9 27| o7
bzw.
3 3 6 6 6
2 5= 35 0 0| 2 0 o 0]
1 1 1 1
3 = 0 0 0|5 3 3 0 0|5
8 12 6 1 3 18 6
2 w 7 7w | L 2. 5 2 2| L
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2. Weg: Multinomialverteilung: Multinomial(n,p1,...,py)

Die Multinomialverteilung beschreibt folgenden Zufallsvorgang: In einer Urne befin-
den sich Kugeln in den Farben 1,...,r, wobei p; € [0,1] den Anteil der Kugeln mit
Farbe i sei (Es gilt also Y ;_, p; = 1). Es wird eine Stichprobe mit Zuriicklegen vom
Umfang n gezogen. X; sei die Anzahl der Kugeln der Farbe i. Dann ist die gemeinsame
Wabhrscheinlichkeitsverteilung von (X7i,..., X, ) gegeben durch:

P(Xi=21,..., X, =1,) =

r
n T Ty n! T T - —
(Jfl,---7$r) Sprtt et = oz, 1 Pl Loo.p P fiir 2332 =n

1=

0 sonst

Fiir r = 2 entspricht dies der Binomialverteilung.

Zur Aufgabe: Die Zufallsvariable (X7, X3, X3) ist multinomialverteilt mit Parametern

(3; %, %, %), da jedes Abteil hier einer Farbe im Urnenmodell entspricht.

3
3 (%)3 fir Y x;=3
i=1

x1!zolxs!

PXi=x1,Xo=29,X3=23) =
0 sonst

d.h. wir erhalten die folgenden Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

X1 0 1 2 3
Xo
0 & 3@ 3@ @ G
1 3-(3)° 6-(3)° 3-(3)° 0 [3-(3)-(3)?
2 3-(3°  3-(3)° 0 0 |3-(3)%*(3)
3 (3)° 0 0 0 (1)3
(3? 3-(3)-3)? 3-3)*3) )P 1

die einzelnen Komponenten erhélt man z.B. gemé8:

31 1,11
P(X1=0,X,=0) = P(X1 =0,X = 0,X5 = 3) = 5155(3)°(5)°(3)°
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X4 0 1 2 3

N
1 2-(3)° 0 0 OHEENOE
2 |23 6P 2P 0 |18
3 0 6-(3)° 0 0 | 6-(1)?

die einzelnen Komponenten erhéilt man z.B. gemaf:
P(Xl =0;N = 1) :P(Xl =0,X2=3,X3 :0)—|-P(X1 =0,X2=0,X3 :3)

Bei den Randverteilungen von X7, X9, X3 handelt es sich um Binomialverteilungen
1

mit n =3 und p = 3.

(b) Der Erwartungswert berechnet sich aus der Wahrscheinlichkeitsverteilung

2 1 2 1 2 1
E(X)=0-(2¥4+1-3-(2)-(£)24+2.-3-(2)2.(2Y+3-(2¥3 =1
() =0-(CP+1:3:(5) 5P +2:3 (P (5)+3(5)
oder direkt aus dem Erwartungswert der Binomialverteilung.
E(N)=1-3 (1)3+2 18 (1)3+3 6 (1)3—§—B
B 3 3 321 9
Var(N) = E(N?) — [E(N)]? mit
1 1 1
E(N?) = 12-3-(§)3+22-18~(§)3+32-6-(§)3
_ 143
21 9
43 19 26
Var(N) = — —(—)%= = =0.3209.
ar(N) o 5V =8
und mit der Varianz der Binomialverteilung ergibt sich Var(X;) = 2. (Alternativ:
E(X})=3)

(¢) N und X; sind unabhingig, falls P(N = nund X; = z) = P(N = n)- P(X; =
x) fir alle z € {0,...,3} und alle n € {1,...,3} ist.
ZB.ist P(N =1,X1 =2)=0# & -2 = P(N =1)- P(X; = 2), dh. N und X; sind
nicht unabhéngig.
Fir X, Xs gilt beispielsweise:
P(Xi=1und X, =2) = = 2 2.0 _ pix, 21y pxy = 2),
27 727 27
d.h. X; und X sind ebenfalls abhéngig. (Da die Gesamtzahl der Reisenden auf 3 be-
schrankt ist, dndern sich durch Kenntnis der Anzahl der Personen in einem Abteil die
moglichen Kombinationen fiir die anderen beiden Abteile.)
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Aufgabe 16

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y") besitze die Dichte

x+y fir 0<zx,y<l1

0 sonst

faxy)(z,y) = {

(a) Bestimmen Sie die Randdichten fx(z) und fy (y).
(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von (X,Y).
(c¢) Sind X und Y unabhéngig ?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.155f.)

(a) Fir 0 <z < 1 gilt:

—+o0
(@) = / Foe (@) dy
1

= /(fv+y) dy

d.h.

r+3 fir ze [0;1]
fx(x) = {

0 sonst

Analog ist fir 0 <y < 1:

+oo
friy) = / f(zy) de
1

= /(ﬂf+y) dy
0
ol
d.h.
y+3 fir yelo,1]
frly) =
0 sonst
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Bemerkung: Wegen der Symmetrie von f(x y)(v,y) kann fy(y) auch direkt aus fx(z)
abgelesen werden.

(b) Folgende Bereiche sind zu betrachten:

77 14

II v

o r

—

-1 0 1 2

Abbildung 8: Definitionsbereiche der verschiedene Aste der Verteilungsfunktion

I x<0odery <0:

F(X,Y) (zy) = 0

II: z,y €[0,1]:

xT

Y
Fixyy(xy) = //(3+t) ds dt
00

Il
= Ot~

%
<
+
DO |
<

|

|
<
@
+

|
<
»

1 1
= iyxz + §y2m = 5xy(:v +vy)

III: y > 1, x € [0,1] : (vergleiche Bereich II mit y = 1)

1 z
Fixyy(v,y) = //s+tdtds
0

0

1
= §x(m +1)

IV: 2> 1, y € [0,1] : (vergleiche Bereich II mit x = 1)

1
/s+tdtd3
0

y(1+y)

Fixy(z,y) =

\@

N — ©
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V: z,y > 1: (vergleiche Bereich Il mit x =y = 1)
Fxyy(zy) = 1
Damit erhélt man:
0 fir <0y<O0
%xy(w +y) fir z,y€0,1]
Fixy)(z,y) = iz(l+2) fir 2€[0,1], y>1

fy(l+y) fir ye(0,1], z>1

1 sonst
(c) Fir z,y € [0,1] gilt:

fx@) frly) = (@t3) )

# T+y= f(X,Y)(xvy)

= X, Y sind somit abhéingig.
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Aufgabe 17

Die zweidimensionale Zufallsvariable (X,Y") hat folgende Dichtefunktion:
%m fir 1<z<2,0<y<z-1

0 sonst

faxy)(zy) = {

(a) Bestimmen Sie die Randdichten fx(x) und fy (y).
(b) Sind X und Y unabhéngig?

(c) Bestimmen Sie Erwartungswert und Varianz von X und Y.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.155f, S.171ff.)

(a) Fiir 1 <z < 2 ergibt sich:

400 z—1 z—1
6 6
fx@) = [ fonendy = [ Gz dy=gay
—00 0 0
= gx(x —-1)= 5932 —
Fiir 0 <y <1 ergibt sich:
400 2 2
6 3,
fr(y) = fxy(z,y)de = v du =
—00 y+1 y+1
3

= U r)) =2y oy a).

5 5
Also ist :
gx(ac—l) fir 1<z<2
fx(z) =
sonst
%(3—y2—2y) fir 0<y<1
fry) =

sonst

o

(b) Beispielsweise gilt:
f(X,y)(l.S,O.S) =0 75 fx(1.5) . fy(08) (fX(15) > 0 und fy(OS) > O),

d.h. X und Y sind abhéngig.
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(¢) Die Momente ergeben sich geméif:

E(X) =

X) =

/ rfx(z)dx =
_E(XQ) —

/$2fX(x)dx —(1.7)% =

1.7

.I—:II

ol o

[
[E(X))?

294 -289 = 0.05

1
3 2

= = —? =2 -
/yfy() 3 /y( Yy Y+ 3)dy 50
— 00 0
3 7
= -2 d 2
5/ —y* —2y° + 3y?)dy — (20)

0

9 7
%—(%) = 0.0575
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Aufgabe 18

Eine Miinze wird n-mal geworfen. Beim einmaligen Werfen gilt:

P(Zahl)=p  P(Wappen)=1—p
mit 0 < p < 1. Man geht davon aus, dass die Ergebnisse bei den einzelnen Wiirfen sich nicht
gegenseitig beeinflussen. Beschreiben Sie den Zufallsvorgang ”n-maliges Werfen” durch einen

Zufallsvektor X = (X;...X,) (Verwenden Sie hierbei die Codierung: Wappen=0, Zahl=1).
Geben Sie die gemeinsame Wahrschelnhchkeltsvertellung von Xi...,X, an und bestimmen Sie

die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Z X;. Wie kann Z X; interpretiert werden?
i=1 =1

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.161ff., S.182ff.)

Die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung berechnet sich geméf

P(Xy=m1,...,Xn=2,) = [[P(Xi=um)

=1
n
= [Ir-a-p'
i=1
ifl}i TL—Zn:IZ
= pi=1 '(1—]9) i=1

Das Ereignis (X, ..., X;,) = (z1, ..., 2,) ist eine Permutation (Reihenfolge der Einsen und Nullen
wird beachtet), dessen Wahrscheinlichkeit p2=i=1%i(1 — p)*~2i=1% ist. Insgesamt gibt es (Z)
Permutationen (z1, ..., z,) mit der Eigenschaft > 7" | x; = k. Somit folgt

P(Zzn; X;=k) = <Z>pk(1 _ ek

d.h. Y77 | X; ist binomialverteilt mit Parameter n, p.
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Aufgabe 19

Uberpriifen Sie die folgenden Behauptungen:

(a)

Fiir zwei beliebige diskrete Zufallsvariablen X und Y gilt: Héangt die bedingte Wahr-
scheinlichkeit von Y unter der Bedingung X = =z nicht von z ab, ist also fiir alle x
iibereinstimmend, so stimmt die bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung mit der Rand-
verteilung iiberein (die Umkehrung gilt offensichtlich auch).

Fiir stetige Zufallsvariablen X und Y gilt die analoge Beziehung zwischen bedingter Dichte
und Randdichte.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.152ff.)

Formal lautet die Behauptung: Seien X,Y diskrete Zufallsvariablen mit z; € IR, i =
1,...,n1, Werte von X und y;, i = 1,...,n9, Werte von Y. Dann gilt:

Ist P(Y = yi|lX = zj) = P(Y = y|X = xy) fiir alle ¢ € {1,...,n2} und alle z;, x)
mit j # k, j,k € {1,...,m}, dann ist P(Y = y|X = x;) = P(Y = y;), fiir jedes
zj, j€{l,...,ni} und alle i € {1,...,na}.

Der Beweis dazu: (analog zum Beweis zu Satz 8.9, Deskriptive Statistik)

ni ni
P(Y=y) = > PY=y,X=x;)=> PY =y|X =a;) P(X =)
j=1 j=1

ni
= P(Y=y|X=2") ) P(X=ux;)=P(Y =y; | X =2").
j=1

mit * € {zj]j=1,...,n1} beliebig (Verwendung des Bedingungsteil der Aussage).

Die Behauptung lautet nun: X,Y seien stetige Zufallsvariablen mit fy|X:x(y) =
fyix= (y) fiir alle y,z,z € IR, dann gilt fyix=2(y) = fy(y) fiir jedes =.

Der Beweis dazu:

W = [ fanepi= [ W-fx(w)dx

- / Frixme ) o) di = Fypx—ee () / fo() da

= fY|X:ac* (y)-
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Aufgabe 20

Sei (X,Y) eine zweidimensionale Zufallsvariable mit der Dichte

f(X,Y) (z,y) =

(a) Berechnen Sie F(X) und E(Y).

(b) Bestimmen Sie die Kovarianzmatrix von (X,Y).

(¢) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten von X und Y.
)

(d) Sind X und Y unabhéngig?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.171ff., S.155f.)

(a) Zur Berechnung der Erwartungswerte werden zuerst die Randdichten bestimmt. Fiir 0 <
r <1 gilt:

(x +y+ xy)dy

e e

1 1 1 1 1
= —(zy+ 2v* + z2y?) Z(2m+2—|—2:1:) =+,

fe'e) 2

@ = [t = [
—00 20

4 2 2 -

0

und es ergibt sich

z+3 fir = € [0,1]

fx(z) =
0 sonst
Fir 0 <y <2 ist:

1 1
f()1/<++)d1(2+ + a%y)
v(y) = 1 r4+y+xy x—4 2.70 Ty 2my

0 0

B 1(1+ +1)_3 n
= 1'% Y 2y _Sy )

fr(y) =
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Fiir die Erwartungswerte ergibt sich somit:

1
1 1, 1
B = [atet e = G+ =
0 0
Fos 1 1 1
¥) = [uGy+g = 5P+ 50| = 56+2)
0
(b) Die Kovarianzmatrix lautet:
B Var(X) Cov(X,Y)
CxY) = ( Cov(X,Y) Var(Y)
Fiir die einzelnen Eintrége ergibt sich:
i 1 7
Var(X) = B(X?) = (BOOP = [ o+ H)do - ()
0
_orag ey (T 5 49 11
= G ) TR T T
3 5
Var(Y) = B - (BW)? = [ (Gu+ gy - (?
0
13, 1, , 1 8§ 25 11 25 13
sV e S =g = 5% T o3

Die Formel fiir die Kovarianz lautet:

Cov(X,Y) = E(XY) - EX)E(Y) = E[(X - E(X))(Y — E(Y))]

Hk\'—‘

//ﬁyfxy (z,y)dydr =

—00 —O0

12
/ /xy(:c + vy + xy)dydx
0 0

1
1 8 8
3 Od 1 /(2:32 + 3% + §:U2)dm
0

1
1 1 1 1
= 4/(2:1:2y2+3a:y + ﬂcy)
0

1
_ 125 4, 8 g 112424416 13
= 3T Hgr e )0_4( TR
somit erhalt man:
13 7 5 104 105 1
wXY) = w052 = w1 144

44



Damit ergibt sich die Kovarianzmatrix:

AL 1
144 144
__1 13
144 18

(c) Der Korrelationskoeffizient lautet:

Cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)
1

oxyy =

— 14 _ 0483

1113
144 48

(d) Es gilt: pyy # 0, d.h. X und Y sind abhéingig. Analog zur deskriptiven Statistik gilt aber:
X, Y unabhéngig, dann Cov(X,Y) =0 = px y, aber nicht umgekehrt.
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Aufgabe 21

(a) Bestimmen Sie fiir die Gleichverteilung iiber der Fliche A = {(z,y)[2®>+y? <1} C R xR
die bedingte Verteilung f(y|xo) fiir ein beliebiges o € (—1,1). Wie sehen die Hohenlinien
der bedingten Verteilung in Abhéngigkeit von zg aus? Sind die beiden Komponenten eines
Zufallsvektors mit Gleichverteilung iiber A unabhéngig?

(b) Die Zufallsvariable T' gebe einen entsprechend der Gleichverteilung zufillig aus dem In-
tervall [0,a], a > 0, ausgewidhlten Punkt an. Von diesem Zufallsexperiment werden n
unabhéngige Wiederholungen gemacht (d.h. wir betrachten n unabhéngige Realisationen
der Zufallsvariablen T'). Die Zufallsvariable X gebe an, wie oft dabei ein Wert aus einem
fest vorgegebenen Teilintervall von [0,a] der Linge s gewihlt wurde. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit P(X = k)?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.139ff., S.155f., S.161ff.)

(a) Sei (X,Y) eine zweidimensionale Zufallsvariable mit Gleichverteilung iiber A. Die Fliche
von A ist 7, also ist die Dichte von (X,Y):

L fir (z,y)eA

1

flz,y) = =1a(z,y) =
T

0 sonst

Die Randdichte von X an der Stelle x( lautet

11—z

T 1 1
Ix(x0) = / f(zo,y)dy - 1(71,1)(550) = ;d?/ : 1(71,1)(950) = ;2\/ 1- x% 1(71,1)(950)-

—\/1—x

[=T\]

(=1 V)

Fiir zp € (—1,1) gilt damit:

foley — TEvw) _ AaGoy)  FleyrayepW)
v fx(xo)  12/1— a2 121 -2

1

T fir —/1-a23<y<+/1—2}

1
[=]%]

0 sonst

Die bedingte Verteilung ist ebenfalls eine Gleichverteilung. Die Hohenlinie entspricht der
Dichtefunktion der Gleichverteilung iiber dem Intervall —/1 — 23 < y < /1 — 3, d.h.

fiir zg ist das Niveau 5 11 =. fy (yo) entspricht aus Symmetriegriinden fx (xo). Damit ist
2

f(x,y) # fx(x)fy(y) fir (x,y) € A. Die Zufallsvariablen sind folglich abhéingig.

(b) Wenn (a,b) das Teilintervall der Lange s von [0; o] ist, in dem k von n Werten liegen sollen,
dann gilt fiir 7' (einmalige Durchfiihrung):

P(Tc(a,b) = F(b)— Fla)= ~b—La=2"¢

S
[0 (6 [0 «

)
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d.h. die Zufallsvariable 1{7¢(qp)) ist bernoulliverteilt mit p = 2. Die Zufallsvariable X, die
die Anzahl der Werte im Intervall (a,b) bei n—facher unabhéngiger Wiederholung angibt,
ist binomialverteilt mit Parameter p = £, d.h. mit P(X = k) = (})p*(1 — p)"~* lautet die
gesuchte Wahrscheinlichkeit:

(Hcra-2re=(7) o= o
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Aufgabe 22

Die Anzahl Y der Partikel, die eine Z#dhlkammer in einer bestimmten Zeitspanne erreichen, ist
poissonverteilt mit Parameter A. Von den eintretenden Partikeln wird ein Spannungsstof3 aus-
gelost, der ein gewisses Vielfaches von Y betrigt. Der zufillig, aber unabhéingig von Y erzeugte
Multiplikator X hat die Dichtefunktion

! (x>0).

f(x):m =

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die so entstehende Spannung kleiner als 1 ist.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.194ff.)

Die Poisson-Verteilung lautet: P(Y = k) = e~ - ),‘C—},c (k=0,1,2,...). Die Wahrscheinlichkeit, dass
der Spannungsstof kleiner 1 ist, berechnet sich gemaf:

PX-Y<1) = P[G{Y:k}ﬂ{X<;}U{Y:0}]
k=1

= iP(Y:k;und X<%)+P(Y:0>
k=1

— ip(y:k)-P(X<11€)+P(Y=0).
k=1

Die erste Gleichung folgt aus der Tatsache, dass P(X = 0) = 0 gilt, da X stetig ist; die dritte
aus der Unabhéngigkeit von X und Y. Fiir den zweiten Faktor im letzten Ausdruck erhélt man:

1
1 1 1 " 1 k
0 0

el

14 x)?

k+1 k1
E+1 k+1 k+1°

Damit ergibt sich:

P(X-Y<1) = iP(Y:ky#JrP(Y:O):ie”-A—k~L+e—A

— k+1 — K k+1

0 )\k 1 o )\k-i-l
- Y
= e =€

| ]

= (k+1)! A (k+1)

1 =M 1 XNk 1 A0
I AL AT L A
= ¢ )\Zu_)\z 1€ _)\(1 0! )

k=1 k=1

_ 1—e A
- A
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Aufgabe 23

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung, den Erwartungswert und die Varianz der Sum-
me einer B(m,p)-verteilten Zufallsvariablen X und einer B(n, p)-verteilten Zufallsvariablen Y.
(X und Y seien unabhingig)

Lo6sung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.182ff.)

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Summe zweier unabhéngiger binomialverteilter
Zufallsvariablen, es handelt sich also um eine Faltung (diskreter Fall).

X ~ Bin(n,p) , Y ~ Bin(m,p)
Pix=a) = (M=o L P =p = (T)pa -

Fir 0 < z <n+m besitzt Z = X +Y die Wahrscheinlichkeitsverteilung;:

P(Z=2 = PX+4+Y=x2)
= Y P(X=x2)P(Y =y)

LyZO, I+y:Z

= i: <Z>p“”(1 -p)"" <Z 7iﬂ)pz‘“}(l —p)"

=0

S wamer

x=0
_ (”W;”’L)pzu )™z da ; <Z> (sz> - (ntm> ist.

Z ist damit Bin(n + m, p)-verteilt. Daraus folgt:

E(Z)=(n+m)p, Var(Z)=(n+m)p(l—p).
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Aufgabe 24

(a) Analog zu Aufgabe 18 sei der Ausgang eines Zufallsexperiments durch eine Zufallsvariable
X beschrieben. Das Zufallsexperiment wird ohne gegenseitige Beeinflussung n-mal wie-
derholt. Beschreiben Sie diesen Vorgang durch einen Zufallsvektor ¥ = (Y;...,Y,,) und
bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von Y, wenn die Verteilungsfunktion von X gege-
ben ist.

(b) Wie lautet die Verteilungsfunktion, wenn

(i) X poissonverteilt ist mit Parameter A > 0
(ii

)

) X binomialverteilt ist mit m und p

(iii) X exponentialverteilt ist mit Parameter A\ > 0
)

(iv) X normalverteilt ist mit Mittelwert p und Varianz o2

(c) Wie lautet in den Féllen (b)(i)-(iv) die Verteilungsfunktion von ) Y;.
i=1

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.161ff., S.182ff.)

(a) Sei Fx die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable X . Dann gilt aufgrund der Unabhéngig-
keit fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y = (Y1,...,Y,) fir y = (y1,...,yn) € R™

n

Fy(yi,- o yn) = Fyvy (1) -+ Py, (wn) = [ [ Fx ()
=1

(b) Fiir die angegebenen Verteilungen gilt nun:

FY(ylv"'vyn):H( Z

n_ min{[y;],m} <
i=1 k=0

Fy (g, n) = [J(1 =€) - 1o.00) (1) = Lg,00) (min{yi}) [J(1 — )
i=1 i=1
(iv) 5
Fy(y1,--..y )Zﬁ‘b(%_u):ﬁ/ 1 e g
, y Yn 1 p s o
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(¢) (i) eine Summe von n unabhingigen identisch poissonverteilten Zufallsvariablen ist wie-
n
der poissonverteilt mit Parameter n- A, d.h. fiir die Verteilungsfunktion von Z = > Y;
i=1
gilt:

k=0
Fiir den Fall n = 2 folgt:

P(Z=z) = PM+Ye=2 =P =kn{Ya=2-k}
k=0

= Y P{vi=k}n{Ya=z—k})

k=0
= > P(Vi=k)-P(Ya=z2-k)
k=0

Z k z—k
NeooxE

= —e N e
— k! (z —k)!
NN —2)
= e w1
k=0
. z Z' )\Z —92)\
B (Z k!(z—k)!) P
k=0
=22
N? 20)*
— 22.7'.6*”‘:( ') -e’”‘,mitzEN
2! 2
[2] [2] k
2\
Fz(z)=) P(Z=2z)= ( k:') e PMiir z € R
k=0 k=0

(ii) Eine Summe von n unabhéngigen identisch B(m,p)-verteilten Zufallsvariablen ist
wieder binomialverteilt mit Parametern n - m und p, d.h. fiir die Verteilungsfunktion
n
von Z =YY gilt:
i=1

n-m

min{z,n-m}
k(1 _ o \nm—k
< L )p (1-p)

Fz(z) = >

k=0
(iii) Behauptung:

Die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Z := Y] + ... +Y,,, wobei Y; ud Exp()\)
besitzt die Form

0 fir 2<0
FZ(Z) = n—1
1—6_)‘32% fir z2>0
k=0

Beweis: Die Verteilungsfunktion Fz besitzt genau dann die angegebene Form, wenn

o1



(iv)

die Dichte fz die folgende Form hat (Produktregel!):

0 fir 2<0
fz(2) =

n
A i Zn—le—kz

(’rLT fur z>0

Wir beweisen durch vollstédndige Induktion, dass die Dichte f, einer Summe von n
(n € N) unabhiingigen identisch exponentialverteilter Zufallsvariablen genau diese
Gestalt besitzt.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt:

e ™ fir x>0

A
fi(z) = axo e M L ooy (T) =
’ 0 fir <0

Induktionsannahme: Angenommen fiir ein n € IN gelte:

0 fir <0

falz) = N
(n/\_l)!xnfle*)‘g” fir >0

dann gilt fiir f,11 (fiir z > 0) : (Induktionsschritt)

)\'I’L

n—1_—Xt y_ —A(z—t)
(n— 1)!15 e e dt

fo1(z) = 70 fa@) fi(z —t)dt = ]
“oo 0

“ tn—l )\n+1
= )\"He)‘x/ dt = e M,
(n—1)! n!
0

Dies vollendet den Beweis.

Eine Summe von n unabhingigen N (y, 02)-verteilten Zufallsvariablen ist wieder nor-
malverteilt mit Mittelwert n - 4 und Varianz n - 02, d.h. die Verteilungsfunktion von
n
Z =Y, lautet:
i=1

_ (@a=np)?

Z—nNn
/J, 2no2 d"]j

\/ﬁ-a):_Z \/273W

Fp(z) = q»(
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Aufgabe 25

Veranschaulichen Sie sich den Begriff Faltung anhand der beiden unabhéngigen diskreten Zu-
fallsvariablen X und Y mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen

X=x 1 2 3 Y=y -1 0 1
P(X==x)|03]0.2]0.5 PY=y)]03|04]0.3

Was éndert sich, wenn X und Y stetige Zufallsvariablen sind?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.182ff.)

Sei (X,Y) eine zweidimensionale Zufallsvariable (X Zufallsvariable auf (1, A(Q1), P1), Y Zu-
fallsvariable auf (2, A(22), P2)). Die Summe Z = X + Y ist ebenfalls eine Zufallsvariable, die
auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€7 x Qa, A(Q1 x Q2), Py X P,)! definiert ist.

Anschaulich:

Die Punktmenge (X,Y diskret) bzw. Teilmenge des IR? (X,Y stetig) wird durch die Bildung
der Summe Z = X + Y so zusammengefaltet, dass alle Kombinationen (x,y) von Werten der
Zufallsvariable (X,Y), deren Summe identisch ist, zusammengefasst werden (s.Abb.). Die Wahr-
scheinlichkeit fiir Z = z ist gleich der Wahrscheinlichkeit dafiir, eine Kombination (z,y) aus der
Menge der Werte (x,y) mit  + y = z zu erhalten, d.h. fiir diskrete X,Y":

P(Z=z = Y PX=uzY=y)
(w.y)aty=2
und bei Unabhéngigkeit
P(Z=z= Y  PX=x)PY =y)
(xy):+y=2

Z = X +Y kann die Werte 0, 1, 2, 3 und 4 annehmen. Dabei ist

P(Z=0) = PX=1Y=-1)=P(X =1)P(Y =-1)
= 0.3-0.3=0.09
P(Z=1) = P(X=1Y=0)+P(X=2Y =—1)
= 0.3-0440.2-0.3=0.12+0.06 = 0.18
P(Z=2) = PX=1LY=1)4+P(X=2Y=0)+P(X=3Y =-1)
= 0.3-0.340.2-0.4+0.5-0.3=0.09+0.08 4+ 0.15 = 0.32
P(Z=3) = P(X=2Y=1)+P(X=3,Y =0)
= 0.2-0340.5-0.4=0.06+0.2=0.26
P(Z=4) = P(X=3,Y=1)=05-03=0.15

LA x Qo) ist die von A(Q1) x A(Q2) erzeugte o—Algebra, d.h. die kleinste c—Algebra, die A(Q1) x A(Q2)
als Teilmenge enthélt.
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Abbildung 9: Veranschaulichung des ”Faltungsprozesses”

Fiir stetige Zufallsvariablen X und Y gilt:

+00
fZ(Z)_/ fxy(z,z —x)d

bzw. bei Unabhéngigkeit von X und Y:
+oo
fz(z) = / fx (@) fy(z—z) de.

Die Verteilungsfunktion erhélt man durch

+a
Fya) = / F2(2)dz.
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Aufgabe 26

Die Lebensdauer von einer Anlage sei exponentialverteilt mit Parameter A; > 0. Bei Ausfall
der Anlage wird automatisch und ohne zeitliche Verzégerung ein Notaggregat eingesetzt, dessen
Lebensdauer unabhéngig von der Lebensdauer der Anlage und ebenfalls exponentialverteilt ist
mit einem Parameter Ao mit 0 < Ay < Aq.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung der Gesamtlebensdauer des Systems.
(b) Wie lautet die Verteilungsfunktion im Spezialfall Ao = A1 ?

(c) Unter der Voraussetzung, dass A\; = 2y ist, ist A; so zu bestimmen, dass eine Gesamt-
lebensdauer des Systems von mindestens 1000 Zeiteinheiten mit 90% Wahrscheinlichkeit
garantiert werden kann.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.182ff.)

Sei X7 die Zufallsvariable, die die Lebensdauer der Anlage modelliert und X5 die Zufallsvariable,
die die Lebensdauer des Notaggregats beschreibt, dann gilt:

X1 ~ Exp(A1) bzw. Xy ~ Exp(A2)

(a) Gesucht ist die Verteilung der Gesamtlebensdauer, d.h. die Verteilung der Zufallsvariablen
Y = X; + Xy. Mit Hilfe der Formel aus Aufgabe 24 ergibt sich fiir die Dichte fy(y) der
Zufallsvariablen Y fiir y > 0, wobei Ay < A1:

fry) = / fxa (@) fxy(y — 2)de

= / )\16_)‘1x . 1[0700) (.%') . )\26_/\2@_96) . 1[0700)(]; — x)da:

—00
o0

= / A Age ME A2y oz, 1(,00)(min{z,y — z})dx

—0o0

Yy
= Adge M2 / ATy ()
0

Yy
= )\1)\26 A2y ( ( )\1)9[:>
Ay — )\1 0
1
- A\ “A)y _
1A2€ (AQ—Al AQ—A1>
A2 — Ay Ao — Ay
_ A1 -1y -2y
e e
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d.h. die Verteilungsfunktion ergibt sich gem#f:

Fy (y)

(b) Fiir A = A\; = A ergibt sich aus (x) ([ dz

fr(y)

bzw. Fy(y)

o\@

Ate Mdt =

—Aye

1—(Ay+1e

0

ANye ™ 1 o) (y)

y
+ [ Xe Mat
0

— e M

/

—dye

Y

—At e—)\y +1

Y—e

0
Ay _ 1— efAy

(1+ \y)

Es handelt sich hierbei um die Erlang-Verteilung mit Stufenzahl 2.

(c) Ansatz:
P[Y >1000] > 0.9
< 1—P[Y <1000] > 0.9
& P[Y < 1000] < 0.1
F7(1000) < 0.1 = Hinreichend F7(1000) = 0.1, mit A\; = 2\2
d.h.:
14+ 2)\2 6—>\2-1000 o )‘2 6—2)\2-1000 = 0.1
Ay — 29 Ay — 29
«— 09— 26—1000-)\2 + 6—2000~)\2 - 0
.—,—1000-X
s 22222409 = 0
<~ Z1/2 1++v0.1
21 = 14 10.1 = e 190022 ergibt ein negatives Ay, also keine Losung, d.h

Ao = —

also A1 ~ 0.00076.

—/01)
1000

Inz

~In(1
1000

= 0.00038,
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Aufgabe 27

Die Lebensdauern T7 und 15 zweier elektrischer Bauteile B; und By seien exponentialverteilt
mit den Parametern \; = ﬁ und Ay = ﬁ und unabhéingig.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass By bzw. By den Zeitpunkt tg = 200
iiberlebt, wenn das jeweilige Bauteil zur Zeit t = 0 eingesetzt wurde. Wie grof} ist die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass das jeweilige Bauteil nach Erreichen von tg noch weitere
200 Stunden arbeitet?

(b) Bestimmen Sie die Lebensdauerverteilung eines aus By und Bs bestehenden Reihen- bzw.
Parallelsystems.

(c) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass das Reihen- bzw. das Parallelsystem
den Zeitpunkt t = 200 iiberlebt.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.190f., S.189f.)

(a) Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung ist:

0 fir ¢t < 0
F(t) =
1—e ™ fir ¢ > 0
200
P(Ty >200) = 1— F(200) = e 500

= 0.6703 (= P(T; >400|T; > 200))
200

P(TQ Z 200) = e 300
0.5134 (= P(Ty > 400| T > 200))

Die Exponentialverteilung ist eine Verteilung ohne Gedéchtnis, vgl. Aufgabe 8.

(b) Das Reihensystem

I+ +

ist intakt, wenn beide Bauteile intakt sind, d.h. Ty, = min{71, 7>} ist der Zeitpunkt des
Systemausfalls.

P(Ts <t) = Pmin{T1,To} <t)=1— P(min{T1,To} > 1)

1—P(Ty>tund To >t)=1— P(Ty >t)- P(T» > t) (Unabhingigkeit!)
L= (1= Fry(t) - (1 Fry(f) = 1 — ¢ Mtemt

= 1— e MHRt— B (1)
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d.h. das Minimum und damit die Lebensdauer des Reihensystems ist exponentialverteilt
mit dem Parameter (A1 + A2).

Das Parallellsystem

ist intakt, solange mindestens eines der beiden Bauteile intakt ist, d.h. Ts = max {T1,T>}
ist der Zeitpunkt des Systemausfalls.

P(T; <t) = Pmax{T1,Tp} <t)=P(Ty <tund Tp < t)
P(Tlgt)'P(T2<t) FT1() FTz()
(1 o e*)\l-t) . (1 - 7)\2 t) 1— 7)\1 t 67/\2.t 4 ef()\1+)\2)-t

= Fr,(t)

d.h. das Maximum und damit die Lebensdauer des Parallelsystems ist nicht exponential-
verteilt.

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit des Reihensystem ist:
P(Ty >200) = 1— P(Ty < 200) = e (G0t am0) 200 = ¢~ 1000 200 = ¢~
0.3442.
Die Uberlebenswahrscheinlichkeit des Parallellsystem ist:
P(T, >200) = 1— P(Ty < 200) = e~ 5002% 4 ¢~ 500200 _ ¢~ (505500)-200
0.8396.
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Aufgabe 28

Die Zufallsvariable X sei gleichverteilt auf dem Intervall [1,3]. Y = (Y7,...,Y;,) sei eine Stich-
probe mit Zuriicklegen zu X.

(a) Bestimmen Sie die Verteilung von Y und die Randverteilung von Y;, i =1,...,n.

(b) Berechnen Sie die Dichte der Spannweite R von Y.

(c) Geben Sie den Erwartungswert von R an.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.161ff., S.139ff., S.191ff.,
S.79ff.)

(a) Fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion Fy gilt:

n

Fy(ys,- - yn) = [ Fx (i)

i=1
Da X gleichverteilt ist, gilt:
3 fir 2 e€(1,3
fx(x) =
0 sonst
0 fir o€ (—oo,1]
Fx(a) = F(a—1) fir aell,3
1 sonst
Damit ergibt sich:
0 fir y; <1 fiir mindestens ein ¢ € {1,...,n}
1 n
on H(yi—l) fir y;e[l,3|furallei=1,...,n
i=1
Fy(yn,ooym) = 1 .
ﬁn(yi—l) fir y,€[l,3]firiel C{1,...,n} und y; >3
i€l
fir  alleie {1,...,n}\ I
1 sonst
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und als Randverteilung von Y;, ¢ =1,...,n:

Fy,(yi) = lim  Fy(yi,...,yn) = Fx (i)
Y;—00;JF#1
0 falls y; < 1

= s(yi —1)  fiir y; € [1,3]

1 Yi € [3, OO)

(b) Y = (Y3,...,Y,) ist nach Voraussetzung eine Stichprobe mit Zuriicklegen zu X . Damit ist
die gemeinsame Dichte von max{Y;} und min{Y;}: (s. Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 204)

n(n—l)(%(x—y))””%% fir 1<y<z<3
flzy) =

0 sonst

1
(5)"n(n —D(z—y)"? fir 1<y<z<3
0 sonst

Die Dichte der Spannweite ergibt sich daraus zu:

fr(z) = ]Of(x,m—Z)dm

0 fir 2<0 (dasonsty=z—2z2>ux)
) 1

/ (g)nn(n —1)(z—(z—2)""2dr fir 0<z<?2

2(*

0 fir 2z > 2 (da sonst mit z < 3 gilt,
dass x — z < 1 ist.)

Bemerkung zu (%): Aus 1 <y =z — z folgt z > 2z + 1.

Das Integral im zweiten Funktionsast ergibt:

z

3 3

Lin n— L, n—
/(2) nin—1)(z— (z—2)" ?de = (5) n(n—1) / 2" dx
+1 +1

= (1)"71(71 —1) (22" 2) ’
a 2 z+1
= ()"l 1)@ - )"
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(¢) Der Erwartungswert berechnet sich geméif:

+o0o 2
E(R) — / fr(z)dz = /z(;)"n(n S )2 - 2) 2
—00 0

2 2
= (%)”n(n —1) /(22 — 22)2”_2 dz = (%)"n(n -1) /(2zn_1 —2")dz
0 0

2 2 1

= (%)”n(n —1) (2“ - 2"+1>

n n+1
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Aufgabe 29

(a) Gegeben seien zwei unabhéngige diskrete Zufallsvariablen X und Y mit den in der Aufgabe
25 definierten Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeitsver-
teilung von Z = XY

(b) Betrachten Sie nun die beiden unabhéingigen stetigen Zufallsvariablen X und Y mit den
Dichtefunktionen

fx(z) = o

fr(y) =

0 sonst

(i) Bestimmen Sie die Dichtefunktion des Produkts Z = XY

(i) Uberlegen Sie sich, wie Sie die Dichte von Z = 3 berechnen kénnen.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.194ff.)

(a) Fiir das Produkt erhélt man analog zur Summe im diskreten Fall:

P(HYi:z): Z P(Y1..Y)=W1---yn))

1=1 (Y1yeesyn): [ yi==

Die Werte der Zufallsvariable XY mit X und Y aus Aufgabe 25 ergeben sich geméifl

folgender Tabelle

y\z |1 2 3
-1 -1 -2 -3

zu: -3,-2,-1,0,1,2 3.
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ergibt sich nach der Tabelle zu
P(Z=-3)=P(X-Y=-3)=P(X,Y)=(3,-1)) =0.15
und analog fiir die Werte -2,-1,1,2,3 sowie
P(Z=0)=P(X,Y)€{(1,0),(2,0),(3,0)} = 0.4.

Insgesamt lautet die Wahrscheinlichkeitsverteilung damit:
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(b)

z -3

-2

-1

0

1 2 3

0.15

0.06

0.09

0.4

0.09

0.06 | 0.15

(i) Dichtefunktion fiir Z = X - Y (s. Wahrscheinlichkeitstheorie, S. 207) ist:

fz(2) = /f(X,Y)(-Ta;)‘;dx

bzw. da X und Y unabhéngig sind, ist die Dichtefunktion:

) = [ tx@n )

1
—dx
||

Fiir welche Werte von x zu vorgegebenem z ist der Integrand von Null verschieden?
Dies ist genau dann der Fall, wenn fx(x) # 0 ist (also fir € [1,4]) und wenn
fy (%) # 0ist (also fiir Z € [1,5]). Damit mu z > 1 und Z <5 d.h. x > £ sein, also
r > max{1, £}. Ferner folgt aus * <4 und Z > 1, d.h. z < 2z, * < min{4, z}. Damit
ergibt sich fiir die Dichtefunktion:

min{4,z}
2 121
fz(z) = / Ex'ﬁggdxﬁirz:x-ye[1-1:1,4-5:20]
max{1l,Z
min{4,z} )
z
= ——d
/ 902"
max{1;Z}
1 min{4,z}
= —z(lnx)
90 max{1,£
1 . z
= %z(ln(mm{ll, z}) — In(max{1, 5}))
0 fir z<1 (max{1, £} = 1> min{4, 2} = 2)
a52(Inz —0) fir ze€[l,4) (max{l,}=1,min{4,2} = z)
= fz(z) = 552(In4 - 0) fir z¢€[4,5) (max{l,f}=1,min{4,2} =4)
a52(In4—In%) fir 2z€[5,20] (max{l,Z} =% min{4,z}=4)
L 0 fir 2> 20 (max{l, £} = £ > min{4, 2z} = 4)

(ii) Fiir den Quotienten Z zweier Zufallsvariablen X und Y gilt: Z = X - (5-), d.h. im
wesentlichen kann wie beim Produkt vorgegangen werden, wobei fiir die Zufallsva-
riable Y der Wert y=0 ausgeschlossen werden muss.

Die Dichte ergibt sich also zu (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie S. 203):

f2(2) = / £z, 9yl dy
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Bei Unabhéngigkeit von X und Y also fz(z f Ix (o) fy () |yl dy

Hier sind:
fx(x) #0 fir z € [1,4] und fy(y) # 0 fiir y € [1,5].

Der Integrand ist genau dann positiv, falls zy € [1,4] undy € [1,5] d.h. y €
[L,4] und y € [1,5] ist. Damit gilt:

min{%,5}
) = [ iCoslldy
max{l;%}
min{%,B}
1
= / 90%Y *dy
max{lé}
1 min{%,f)}
3607

max{l,%}
und somit

(0 ,z < % (dann ist £ = max{1,1} > min{2,5} = 5)
52 (5 = ()Y 2 € [%, %} (max{1,1} = mln{ ,b} =5)
fo2) = { ar (1= ()Y Lz e (1) (max(1, 1) = Lmin{2,5) = 4

Az (M- ()Y 2z e1,4] (max{l,1} = 1,min{4,5} = 4)

( 0 ,z >4 (dann ist max{1,1} =1 > min{2,5} = %)
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(a)

Aufgabe 30

Gegeben sei eine diskrete Zufallsvariable X = (X, X3), deren Komponenten unabhéngig
sind mit den im folgenden angegebenen Randverteilungen. Bestimmen Sie die Wahrschein-
lichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen Y = (Y7,Y5) unter der Annahme, dass Y7 = X;
und Yy = X7 + Xo gilt.

1 1[0 1 T T[]0 1
P(X,=1) ] 03]04[03]| [P(Xs=ua2) | 030403

Sei X eine auf dem Intervall [1, 4] gleichverteilte Zufallsvariable und X eine Zufallsvaria-
ble mit folgender Dichtefunktion:

2—05-29 fiir 2<29<4

fxo(22) =

0 sonst

(i) Bestimmen Sie die Dichtefunktion der zweidimensionalen Zufallsvariablen ¥ =
(Y1,Y5) unter der Annahme, dass X; und X, unabhingig sind und Y; = X; sowie
Ys = X1 4+ X gilt.

(ii) Bestimmen Sie den Erwartungswert von Y.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.199ff.)

Y = (Y1, Y2) entsteht durch die Transformation g(x1,x2) = (z1, 1 + x2) aus der Zufalls-
variable X =(X3, X2). Die Funktion g ist umkehrbar eindeutig, d.h. die Wahrscheinlich-
keitsverteilung von ¢g(X) kann wie folgt berechnet werden:

Werte von Y5 sind:

Yy — 2 1 0 1 2
entsteht aus (X1, X2) = | (-1,-1) (-1,0) (-1,1) (1,0) (1,1)

Damit ergibt sich unter der Beriicksichtigung von
P((Xl,XQ) = (.131, $2)) = P(Xl = 5[71)P(X2 = xg)

folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Y:

(ylay2) ('17'2) ('17'1) (‘170) (Oa‘l) (070) (071) (170) (171) (172)
gil(ylayQ) ('17'1) ('170) (‘171) (07'1) (070) (071) (17'1) (170) (171)
P(X=gy)| 03* [03-04] 03° [04-03] 04 | 04-03] 03% |03-0.4 | 0.3°

65




bzw. in anderer Darstellung:

yp| 2 -1 0 1 2

-1 1009 012 0.09 O 0
0 0 0.12 0.16 0.12 O
1 0 0 009 0.12 0.09

Die einzelnen Komponenten berechnen sich z.B. wie folgt:

((Y1,Y2) = (1,0)) = P(Yy=1und Yo =0)= P(X; =1 und X; + Xy = 0)
= P(X;=1und Xy =—1) = (0.3)?
P((Y1,Y2) =(1,-2)) = P(Yi=1und Yo =-2)=P(X; =1und X; + Xy = —2)
= P(X;=1und X =-3)=03-0=0.

(b) Gegeben sind die folgenden beiden Dichtefunktionen:

3 fir ap € 1,4
le(xl) =

0 sonst

2 —0.5xy fiir zy € [2,4]
fxo(z2) =

0 sonst
Da X7 und Xp unabhéngig sind, gilt: f(x, x,)(71,22) = fx, (71) fx,(22), d.h.
$(2—052y) fir a1 € [1,4] und 2 € [2,4]

fx,x) (1, 02) =
sonst

[an}

Die Transformation lautet:

X1 Y1 X1 1 0 Xl
X - — Y = = =
X5 Y5 X1+ Xo 1 1 X5
Es handelt sich hierbei um eine lineare Transformation. Die Transformation g(x,x2) =
(g1(z1, 22), g2(x1,x2)) ist daher gegeben durch

y1 = 91(901,902) = 1
y2 = g2(z1,22) = z1 422

Die Ableitung von g lautet:

dgi(a)  9g1(a) 1 0
ool ooty | = ( L1 ) fiir alle a € [1,4] x [2,4], d.h.

o1 0z

detg’(a) = 1#0 fiir a € [1,4] x [2,4]
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Die Umkehrtransformation lautet:

T = gfi(yl,yz) = u
z2 = g5 (Y1,y2) = Y2—U

Hieraus ergibt sich nun die transformierte Dichte geméafl dem Transformationssatz:

1

| det(g'(9~ " (y o
Ty (W) = 95 (y1,92) = y2 —y1 € [2,4]

le,Xg(g_l(ylayZ)) )))’ fiir gfl(ylayZ) =1 € [1>4] und

sonst

(2-0.5(y2 — 1)) gy fiir g1 € [1,4] und g2 € 2+ y1,4 + y1]

W= O

[an}

sonst

%— %(yg —y1) fir y; €[1,4] und y2 € [2+4 y1,4 + y1]
0 sonst

Bekanntlich gilt: E(Y) = (E(Y1), E(Y2)) d.h. der Erwartungswert von Y kann komponen-
tenweise gebildet werden. Da Y7 = X ist, folgt:

EY1) = E(X1)=25
Der Erwartungswert von Yo kann geméafl

aus dem Erwartungswert von X; und Xo berechnet werden. Fiir den zweiten Summand
erhilt man:

4
4
1
E(Xs) = /$2(2 — 0.529) dwy = 23 — ~a
2 6 2
32 4 8
- 1622 44 -="2
3 “T373
und somit gilt:
5 8 31
EY:)==-+-=—
(Y2) 2~|—3 5
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Aufgabe 31

Sei X = (X7, X2) eine bivariate Zufallsvariable mit folgender Dichtefunktion:

0.1 - 2129 fir 1<21<3,2<25<3

fx(z1,22) =
0 sonst

Bestimmen Sie die Dichtefunktion der Zufallsvariablen ¥ = (Y7,Y2) mit V7 = X; und Yy =
X1 - Xo.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.199ff.)

Die Transformation h mit y = h(z) besitzt die folgende Form:
<y1> _ <h1($17$2)> _ < T >
Y2 ha (71, 22) Ty - T2
Die partiellen Ableitungen existieren und es gilt:

g g 10
det(h/(z)) = det gﬁ % = det ( . ) =z #0 fiirz €[1,3]
Ox1  Oxo 2 1

Die Umkehrtransformation lautet:

z1 = by ye) =y w2 = hy (1, 02) = %
Damit ist det(h/(h1(y)) = hfl(ylalﬂ) = y; und fiir y; = hl_l(ylayZ) € [1,3] und Z% _

hy H(y1, v2) € [2,3] gilt:

1
= fx(h7! hy! :
fy (1, 92) Fx(hy™ (1, y2), by~ (y1,42)) |det(h/(h=(y1,2)))|
1
= 012 =m0 2
Y1 U 1

Die Dichtefunktion von (Y7,Y3) ist somit:

fY(yl,y2)

0.1- % fir y1 € [1,3], y2 € [2y1,3u1]
0 sonst
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Aufgabe 32

Fine Maschine produziert Stahlstifte mit einer Soll-Léange von p = 110 mm. Ungenauigkeiten bei
der Produktion kénnen leider nicht ausgeschlossen werden, so dass die Langen der produzierten
Stifte Realisationen einer Zufallsvariablen X darstellen. Die Streuung der realisierten Stiftldngen
ist mit ¢ = 0.1 mm bekannt.

Um sich ein Bild von der Giite der Produktionseinheiten zu machen, wird die Wahrscheinlich-
keit dafiir, dass X hochstens um den Betrag ¢ von p abweicht, betrachtet. ¢ wird dabei in
der Regel in Vielfachen der Standardabweichung o des Prozesses angegeben, d.h. gesucht ist
P(X € [p—ko,u+ kol).

Bestimmen und vergleichen Sie fiir kK = 1,2, 3 die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fille, dass

(a) tiber den Typ der Verteilung von X keine weiteren Kenntnisse verfiigbar sind bzw.

(b) X normalverteilt ist mit Mittelwert z und Varianz o2

Wie erklédren Sie sich Thre Ergebnisse?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.208ff.)

(a) Da keine genaue Kenntnisse iiber den Verteilungstyp vorliegt, erfolgt die Abschétzung iiber
die Tschebyscheffsche Ungleichung:

P(X € [p—ko;p+ ko)) = P(IX — pl| < ko)
- 1 - P(|X — | > ko)
T'schebyschef f Var (X) 1
> 1)
- k202 k2

Mit k =1, 2,3 ergibt sich:

1
PXelp—ou+o]) > 1_I:O

1
P(X €p—20,u+20]) > 1—1:().75

1 - 8
P(X €[p—30;u+30]) > 1—§:0.8(:§)

Fiir £ = 1 ist die Abschétzung iiber Tschebyscheff trivial und ohne Aussagekraft.

(b) Ist die Verteilung konkret bekannt, so lassen sich die Wahrscheinlichkeiten genau berech-
nen. Es gilt nun: X ~ N(110,0.12).

P(X € [u—koyp+ko]) = q’(lm) _q)(ﬂ_ka_ﬂ>

o o
= O(k)—D(—k)=2P(k) -1
Fiir die konkreten Werte in der Aufgabe ergibt sich:

PXelp—ou+o]) = 20(1)—1=0.6826
P(X €p—20;u+20]) = 20(2)—1=0.9544
P(X €[p—3o;u+30]) = 29(3)—1=0.9974
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Die Abschiitzungen in (a) gelten fiir jede Verteilung von X . Daher ist es auch, wenn die Verteilung
nicht bekannt ist, nur moglich eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit anzugeben. Ist
die Verteilung bekannt, so ist die Wahrscheinlichkeit (zumindest mit numerischer Genauigkeit)
exakt anzugeben. Der Wert wird auf jeden Fall grofler oder gleich der unteren Schranke sein.
Bei der Normalverteilung erhalten wir erheblich groflere Werte wegen der Symmetrie um p und
der hohen Dichtewerte im Bereich um p.
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(a)

(b)

Aufgabe 33

Bei einem Grofiraumflugzeug ist die Auslastung pro Flug ndherungsweise normalverteilt.
Im Mittel fliegen 150 Passagiere mit dem Flugzeug, die Auslastung schwankt mit o = 25
Passagiere. Mit welcher Anzahl von Fluggésten ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 90%
mindestens zu rechnen?

Welche Abschiitzung konnen Sie vornehmen, wenn der Typ der Verteilung nicht bekannt
ist?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.86ff., S.102f., S.208f.)

(a)

Die Anzahl X der Passagiere pro Flug ist niherungsweise N (150;252%)-verteilt. Gesucht

ist: xp mit P(X > x0) £ 0.9. Sei  die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung,
dann gilt

P(X>xzy) = 1-P(X <x9)=1- Fx(x0)
- 1—@(5”““):1—@(:”0150);0.9
o 25

Gesucht ist also zp mit @("’”575150) = 0.1. Man erhilt:

9”“;75150 o71(0.1) = —1.28 (= —~}(1 - 0.1))

=x9 = —1.28-25+4+150=118

Es ist also mit einer Wahrscheinlichkeit von 90% mit mindestens 118 Passagieren zu rech-
nen.

Ist die Verteilung nicht bekannt, so kann eine Abschitzung mit der Tschebyscheffschen
Ungleichung durchgefiihrt werden. Gesucht ist also ¢ mit

Var(X
P(IX —150] < ¢) zl—a;()éo.g
Man erhélt:
X Var(X 25
1-— VL() = 0.9 und somit ¢ = ar(X) = 79.06

c2 01 V01

Daraus folgt: Mit mindestens 90% Wahrscheinlichkeit gilt: | X — 150] < 79.06. Da X ganz-
zahlig ist, ist dies gleichwertig mit X € (70,230), d.h. mit mindestens 90% Wahrschein-
lichkeit gilt: 70 < X < 230.

Bemerkung: Eine genauere Abschétzung ist mit Hilfe der Tschebyscheffschen Ungleichung
nicht moglich, da iiber die Verteilung nichts bekannt ist! Insbesondere kann die Wahrschein-
lichkeit fiir das gesuchte einseitig offene Intervall nur sehr ungenau bestimmt werden.
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Aufgabe 34

(a) Erldutern Sie anhand eines idealen Wiirfels das “schwache Gesetz der grofien Zahlen.

(b) Verdeutlichen Sie sich die wesentlichen Aussagen des zentralen Grenzwertsatzes.

(c) Eine Vertriebsgesellschaft besitzt in einer Grofistadt 200 Zigarettenautomaten. Jeder Au-
tomat hat (unabhéngig von den anderen) mit der Wahrscheinlichkeit 2% pro Woche eine
Storung. Fiir die Entscheidung iiber die Grofle eines stdndigen Reparaturtrupps sei die
Wabhrscheinlichkeit dafiir von Interesse, dass in einer Woche die Anzahl X der defekten
Automaten zwischen 5 und 15 liegt, von Interesse. Diese Wahrscheinlichkeit (der exakte

Wert betrigt iibrigens 0.9292) soll

(i) mittels der Poissonverteilung approximiert werden,
(ii) iiber die Ungleichung von Tschebyscheff nach unten abgeschitzt werden und

(iii) mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes approximativ berechnet werden.

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie, S.212f., S.217ff., S.208f.)

(a) Das schwache Gesetz der groflen Zahlen bezogen auf einen idealen Wiirfel besagt:

Bei wiederholtem unabhéngigen Werfen eines Wiirfels konvergiert das arithmetische Mittel
der gewiirfelten Zahlen stochastisch gegen den Erwartungswert (E(X) = 3.5). D.h. fiir
grofes n ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine gréflere Abweichung des arithmetischen Mittels

vom Erwartungswert klein, oder formal:

Es bezeichne X;, i = 1,2, ... eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariablen

mit einem endlichen Erwartungswert. Dann gilt:

1 n
hmP(E Xi—EX'>5>:0V6>O
n—00 ni_l

(b) Die Aussage des Zentralen Grenzwertsatzes ist:

Seien Xj, Xo, X3,... unabhingige Zufallsvariablen, deren Erwartungswerte p; = E(X;)
und Varianzen o? = Var(X;) existieren (i = 1,...,n). Falls X, Xs,... die Lindeberg-

Bedingung erfiillen, gilt fiir die Verteilungsfunktion Fz, der Folge Z,, mit

Xi— > i
1 =1

n n

N
|

dass fiir alle @ € IR

| [ 12
nh_}rrgo Fz (o) = ®(a) = / me 2 dz

gilt und die Konvergenz gleichméBig in « ist. Die Lindeberg- Bedingung lautet:
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n
Mit D2 = Y o7 gelte fiir jedes € > 0:
i=1

. 1
g [ mewene o

—
¢ |;—pi|>eDn,

Interpretation: Jeder der unabhéngigen Summanden X; tragt zur Summe nur einen kleinen
Anteil bei, d.h. kein Summand dominiert. Dies gilt z.B. insbesondere falls die X; identisch
verteilt sind.

Die Summe n unabhéngiger Zufallsvariablen kann fiir grofies n als ndherungsweise normal-
verteilt angenommen werden, wenn einzelne Summanden keinen ”prigenden” Einflul auf
die Summe haben.

Anwendung: z.B. im Bereich der Qualitétssicherung, wo unsystematische Abweichungen
einer iiberwachten Grofe von ihrem Sollwert in der Regel als Ergebnis einer Uberlagerung
vieler zufélliger, fiir sich unbedeutender Abweichungen aufgefa$t werden (andere Anwen-
dungen z.B. in der Kapitalmarkttheorie, ...)

(c¢) Die Zufallsvariable X gebe die Anzahl defekter Automaten in einer Woche an, d.h. gesucht
ist P(5 < X <15). X ist binomialverteilt mit Parametern 200 und 0.05, d.h.

15
PE<X<15) =Y <220> (%)’f(%)”“ — Py (15) — Fx(4)
k=5

(i) Approximation iiber die Poissonverteilung (gute N#herung, falls n > 50,p < %0;
Parameter A := n-p = mit A = Erwartungswert von Poi(\) und n - p = Erwartungs-
wert von Bin(n,p)), d.h. wir betrachten X als ndherungsweise Poisson-verteilt mit

A=n-p.
P(X =) = { (nﬁ)ze_”p firz=0,1,2,...
0 sonst
Damit ist
15 10k
P(5<X <15) = F6*10 =0.992
k=5
(ii) Schranke mit Hilfe der Tschebyscheffschen Ungleichung:
Var(X
P(X - B(X)|<c)>1- a;()
EX) = n-p=10
Var(X) = n-p(1—p)=9.5
« 9.5 . .
= P(X €[5;15]) = P(|X—-10/<6)>1— i 0.736 (x da X diskret ist)
9,5
bzw. P(]X — 10| <5) > P(|X-10|<5)>1— )

= 0.62

d.h. die Schranke sollte so grof3 wie moglich gewéhlt werden, um eine moglichst gute
Abschétzung zu erhalten. Auch hier zeigt sich die ziemlich grobe Abschitzung bei
der Tschebyscheffschen Ungleichung.
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(iii) Approximation durch die Normalverteilung: X; sei Bernoulli-verteilt fiir i = 1,...,n.
Dann ist Y 7, X; niherungsweise N (u, 0%)—verteilt mit p = np und 0% = np(1 — p),
falls n» hinreichend grof ist. (Merkregel: relativ gute Abschitzung fiir np > 5,n(1 —
p) >5). Mit p = 10 und o2 = 9.5 gilt fiir X = 3 X;:

P(X €[515]) = P(X<15)—P(X <5)=P(X <155)— P(X < 4.5)
o 8510 45-10

-0 = 0.9248.
3.0822 ) ( 3.0822 )

1) Stetigkeitskorrektur, d.h. beim Ubergang von diskret nach stetig wird die Approxi-

mation verbessert, wenn als Schranken nicht 15 oder 5 sondern 15.5 und 4.5 gew#hlt
werden, was bei der diskreten Zufallsvariable keine Auswirkung hat.
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Aufgabe 35

Ein Unternehmen stellt Taschenlampenbatterien her. Fiir ein Marketingprojekt soll die Lebens-
dauer dieser Batterien mit einer Stichprobe untersucht werden, wobei eine Exponentialverteilung
unterstellt wird. Geben Sie zu diesem Beispiel die drei Grundannahmen der schliefenden Sta-
tistik an und erldutern Sie die drei Grundaufgaben. Geben Sie zu jeder der Grundaufgaben
eine konkrete Fragestellung fiir das Unternehmen an, die zu dieser Aufgabe fiihrt, und wie eine
Entscheidungsfunktion dazu aussieht. Geben Sie jeweils eine sinnvoll erscheinende Entschei-
dungsfunktion an.

Losung: (Induktive Statistik, S.33ff., S.40ff.)

Grundannahme 1: Der relevante Umweltzustand kann durch eine Zufallsvariable Y beschrie-
ben werden.

Hier: Y sei die Lebensdauer einer zufillig ausgewéhlten Batterie.

Grundannahme 2: Die Verteilung von Y gehort einer bekannten Klasse von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen an.

Hier: Klasse der Exponentialverteilungen: { Ezp(A\)|A > 0}

Grundannahme 3: ZuY existiert eine Stichprobe (X1, ..., X,), deren Verteilung in bekannter
Weise von der Verteilung von Y abhéngt.

Hier: Verteilung einer einfachen Stichprobe (X7i,...,X,) vom Umfang n zu Y:

n n
P(Xy<ay,.., Xn <) = [[P(Xs <) = [[P(Y < 23)
=1 =1

Grundaufgabe 1: Parameterschéitzung

Hier: Man interessiert sich fiir den unbekannten Parameter A, da er die Verteilung von Y
eindeutig festlegt, d.h. gesucht ist ein Schétzwert A fiir A anhand der Stichprobenrealisation
(acl, PN ,xn).

Grundaufgabe 2: Intervallschéitzung

Hier: Anstatt einen konkreten Schatzwert fiir A anzugeben, sucht man einen Bereich, der den
wahren Parameter mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit enthélt.

Grundaufgabe 3: Hypothesentests

Hier: Gegeben sind zwei Hypothesen iiber den unbekannten Parameter A\ (z.B. Hy : A <
Ao, Hi : A > Xg). Auf der Grundlage der Stichprobenrealisation ist eine Entscheidung
iiber die Giiltigkeit der Hypothesen zu treffen.

Entscheidungsfunktion zu 1):

X — T
(T1,...,zn) = O(z1,...,24)

hierbei bezeichnet X den Stichprobenraum und I' den Parameterraum.
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Entscheidungsfunktion zu 2):

X — P
(x1y...yxn) — O(x1,...,2y)=ACT
wobei P(\ € A) > 1 — a zu vorgegebenem « sei.

Entscheidungsfunktion zu 3)

5 x oo
(e, mn) 0

dOadl}
(T1,...,2p)

wobei dy und d; die Entscheidungen ” Hypothese Hy kann nicht abgelehnt werden bzw. Hy
wird angenommen” und ” Hy wird abgelehnt” symbolisieren.
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Aufgabe 36

Ein Briefmarkensammler weif3, dass von einem bestimmten Ersttagsbrief eine gewisse Aufla-
genhohe existiert. Von k dieser Ersttagsbriefe, die wie gewthnlich mit 1 beginnend durchnume-
riert wurden, kennt er per Zufall die Nummern nq,...,ng. Aufgrund dieser Information mdochte
er einen Schéitzwert fiir die Gesamtauflage N des Ersttagsbriefes erstellen. Begriinden Sie, wie
die im folgenden vorgeschlagenen Schiitzer zustande gekommen sind:

(a) Ni = max n;
7

(b) Ng = k—zl max n;

(c) N3 =max n; +min n; — 1
(2 (2

k
(d) N4 =2 % n;
i=1

k
(e) N5:2%Zni—1
i=1

Losung: (Induktive Statistik, S.40, S.61ff.)

Die Grundgesamtheit ist die Menge der Erstagsbriefe, Q = {w;,...,wny}, N Auflagehohe der
Ersttagsbriefe, betrachtet wird der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsraum mit Grundgesamt-
heit 2 sowie die Zufallsvariable Y, die zu jedem Erstagsbrief die zugehorige Nummer angibt:
Y(w;) = fir i = 1,..., N. Die bekannten Nummern n1,...,n; der Ersttagsbriefe werden als
Stichprobenrealisation angesehen, mit deren Hilfe ein Schitzwert fiir N anzugeben sei.

(a) Schitzung von N mittels grofitem Wert in der Stichprobe (ein kleinerer Wert wére unsinnig).

(b) Hier liegt folgende Uberlegung zugrunde: N; wiirde N nur treffen, wenn der gréfte Wert
zufillig in der Stichprobe wire, was sehr selten der Fall ist. Man wéhlt daher einen Korrek-
turfaktor "nach oben”. Nachteil: i.a. keine ganze Zahl.

(c) Die Ersttagsbriefe sind folgendermafien numeriert:
1,..., min n;,..., max n;,..., N
Man nimmt an, dass der Abstand zwischen dem kleinsten Stichprobenwert und der 1 gleich
groB ist, wie der Abstand zwischen der gréfiten Stichprobennummer und dem Wert N, den
man schétzen will. Hier wird sowohl der niedrigste als auch der hochste vorliegende Wert
berticksichtigt, es wird also mehr Information in diesem Schétzer verarbeitet, als in (a) und

(b).

(d) Ahnlich wie bei (c), nur dass jetzt die gesamte Stichprobeninformation verwendet wird. Es
wird hier der Mittelwert der Stichprobe errechnet und angenommen, dass dieser auch das
Mittel der Gesamtpopulation ist, d.h. dass rechts von ihm genausoviele Nummern liegen,
wie links von ihm.

(e) Korrektutterm ” -1 ” da die Briefe von 1 und nicht von 0 an durchnummeriert sind. Anson-
sten, wie (d).
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(a)

Aufgabe 37

Eine Zufallsvariable sei im Bereich [0, a] gleichverteilt, a ist nicht bekannt und soll mit
Hilfe einer Stichprobe mit Zuriicklegen geschitzt werden. Uberlegen Sie, was die fiir diese
Aufgabe wesentliche Information der Stichprobenwerte z1, ..., z, ist. Uberpriifen Sie, ob
diese Stichprobenfunktion suffizient ist.

Eine Zufallsvariable X habe die Dichtefunktion

0 fir z<a

flz) =

e Az=a) fiip x> q

mit @ > 0 und bekanntem A. Losen Sie die zu (a) analoge Aufgabe.

Losung: (Induktive Statistik, S.47ff.)

Wesentliche Information ist der groite Stichprobenwert. Die Dichtefunktion des Stichpro-
benvektors ist

flxr,...,xp) = H al[o,a](xi) = H 1j0,q) (i)
i—1 i—1

1
— flir minz; > 0,maxz; < a
a

0 sonst
1 .
= oo loa(max zi) - Lo ( min i)
= g(i:nrllaxnxi,a) ch(zy, ... xn)

mit
1
g(max z;,a) = a71[07“} (zinaxnm)
und
h([B17 73:‘71) - 1[0700)( :mlnnxl)
oder

h(xlv s 73771) = H 1[0,00) (xz)
i=1

max x; ist also eine suffiziente Stichprobenfunktion.
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(b) Wesentliche Information iiber a ist der kleinste der Stichprobenwerte. (Man beachte dabei,
dass A als bekannt vorausgesetzt wurde. Betrachten Sie den Fall ” A und a unbekannt” als
Ubungsaufgabe!). Die Dichtefunktion des Stichprobenvektors ist:

n . - Xn: (z;—a) .
f(a:l, - 71'71) = H )\67)‘(36’ a)l[apo) (:L'z) = \e =1 l[a,oo) (iillnnn xz)
i=1
n - Zi: Y1 nia : :
= Ale =1 ", )(minw;) = g(zirlunn i, a)h(xy,. .., Tp)

mit
g( min z;,a) = e”’\al[ayoo) (i:IIiliIl ;)

i=1,..n n

und

h(z1,...,x,) = A"e =1

‘rrllin x; ist also eine suffiziente Statistik.
i=1,...n
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Aufgabe 38

Bestimmen Sie mit Hilfe des Faktorisierungstheorems von Neyman suffiziente Statistiken fiir

(a) die Klasse der Exponentialverteilungen
(b) die Klasse der Gleichverteilungen auf dem Intervall [—9, ] (9 > 0).

(c) die Klasse der Binomialverteilungen B(m, p)

Losung: (Induktive Statistik, S.47ff.)

Gegeben eine einfache Stichprobe X = (X7,...,X,,) zu einer Zufallsvariable Y.
(a) Y sei A\-exponentialverteilt.

Dichtefunktion zu X ist

fx(x1,...,zn) = H)\e “10,00) (T4)

n—AiZﬁ . o .
Ae ==t .1 fir z;>0 firallei=1,...,n

0 sonst
=g (Z a;,-,A) -h(x)
i=1

1 fir ;>0 fir allei=1,...,n

mit

0 fir =xz; <0 fir mindestens ein ¢

= h(x1,...,70) = 1| o) (minz;) H1[0<>o x;).

n
Also ist T(X) = ) x; suffiziente Statistik bzgl. A.
i=1

(b) Y gleichverteilt auf [—¢, ], > 0.
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Dichtefunktion von X ist:
2ol
fx(xz1,...,xy) ]:[—19

= Hl[w] |z:])

max(|x;|) > ¢

T max(|z;|) < ¢

- (219) 1,9 (max |z;])

= g(max|z;|,9) h(z1,...,2,) mit h(zy,...,z,) =1
T(X) = max |x;| ist suffiziente Statistik bzgl 9.
(2
(¢) Y binomialverteilt

Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

L m ) k.
P(X1 =k, Xo=ky, -, X =kp) = H< >p’“(1—p)m ki

i=1 k‘Z
i ki n-m— i ki n m
— =1 1 — 1=1 .
(1= p) ()

i=1
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Aufgabe 39

Zeigen Sie, dass z.B. die diskrete Verteilung B(m,p) eine Exponentialfamilie bildet. Wie lauten
die daraus resultierenden suffizienten Statistiken?

Losung: (Induktive Statistik, S.55ff.)

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Binomialverteilung lautet:

=) = (§)pra-pmt= ()R-

Die suffiziente Statistik ist: T(X) = >_ k; (vgl. Aufgabe 38 c), wobei ki, ..., k, die Stichproben-
i=1
ergebnisse sind.
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Aufgabe 40

(a) Der Torschiitzenkonig der Fufiball-WM trifft an der Torwand mit Wahrscheinlichkeit p. Mit
einer Stichprobe vom Umfang 2 soll p geschétzt werden. Es wird folgende Schitzfunktion
vorgeschlagen:

Bei 0 Treffern lautet der Schitzwert p =0

Bei 1 Treffer lautet der Schatzwert p = %
Bei 2 Treffern lautet der Schitzwert p = 1
Wie lautet der Erwartungswert bei diesem Schiitzverfahren? Versuchen Sie eine Schétz-

funktion ausgehend von der Trefferzahl zu bestimmen, die ebenfalls diesen Erwartungswert
besitzt, aber verschieden von der hier vorgeschlagenen ist.

(b) Die Zufallsvariable X sei Weibull-verteilt mit Parametern a (o > 0) und 3, d.h. ihre
Dichtefunktion lautet:

Fx(a) = { gﬁxﬁlemﬁ fir x>0
sonst

(i) Zeichnen Sie die Dichtefunktion fiir einige Parameterkombinationen (c, ). Welchen
EinfluBl haben die Parameter auf die Gestalt der Dichtefunktion?

(ii) Der Wert von (3 sei nun mit 5 = 3 bekannt, « soll mit Hilfe einer einfachen Stichprobe
vom Umfang n geschitzt werden. Bestimmen Sie eine suffiziente Statistik fiir . Ist
die Statistik vollstéandig?

Losung: (Induktive Statistik, S.61ff., S.47ff.)
(a) Mit

1 fiir Treffer bei Schuss 7
X, =
0 fiir kein Treffer bei Schuss

ist (X1, X2) = X1 + Xy die Trefferzahl. Die vorgeschlagene Schéitzfunktion lautet:

0 fir k=0
01(k) = % fir k=1
1 fir k=2

X1 + X35 ist binomialverteilt mit n = 2 und Parameter p. Damit ist

2
E(0i(X1+ X2)) = Y 01(k)P(X1+ Xz =k)
k=0

= o)+ 5 (3)pa-na()rra -

1
= 52 p(l=p)+p"=p.
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Die Schétzfunktion hat also als Erwartungswert den wahren Wert p. Sei o eine weitere
Schétzfunktion ausgehend von der Trefferzahl &, so gilt:

2
BE(6(X1+ X2)) = Y 6a(k)P(X1+ Xo=k)
k=0

= 503 )0+ 60 ()1 - )+ 822 ()P0 - 0
= 6(0)(1 = p)* +02(1) -2 p(1 — p) + 52(2)p?
= p*(82(0) = 205(1) + 62(2)) + p(—282(0) + 285(1)) + 62(0).
Die Forderung nach iibereinstimmendem Erwartungswert lautet damit

P%(82(0) — 202(1) + 62(2)) + 2p(—02(0) + 62(1)) + 52(0) = p fiir alle p € [0,1].
Fiir p = 0 folgt daraus d2(0) = 0. Mit p = 1 ergibt sich weiter —2d2(1) + d2(2) +202(1) =1
und folglich 65(2) = 1. Mit p = 3 folgt letzendlich

Z(—Q(Sg(l) + 1) + 2%62(1) =

e~ =
=

< —%(52(1) + (52(1) =

<~ 52(1) =

NI~ NN~

Es gibt also keine weitere Schétzfunktion, die als Erwartungswert den zu Grunde liegenden
Wert des Parameters liefert.

(b) Die Dichtefunktion der Weibull-Verteilung in allgemeinerer Form und anderer Parametri-
sierung ist:

flz) =

0 sonst

mit a € IR, b,¢ € IR4. Die Parametriesierung der Aufgabenstellung erhélt man hieraus
firra=0,c=4 b =b‘=aqa.
(i)
Fir 6 =1 und a = 0 ist:

ae” ™ fir z>0
flz) =
0 sonst
bzw.
1 =
56 b fir >0
flz) =

0 sonst

die Dichtefunktion der Exponentialverteilung mit Parameter a > 0 (bzw. % > 0).
Eine Verénderung von g fithrt zu Streckung oder Stauchung bzw. von a zur Verschie-
bung der Dichte. Die Weibullverteilung wird z.B. in der Zuverléssigkeitstheorie zur
Modellierung von Verschleifierscheinungen (genauer: Lebensdauern), verwendet?. Sei

2weitere Anwendungen gibt es unter anderem in der Warteschlangentheorie
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Abbildung 10: Dichten der Weibullverteilung fiir verschiedene Parameterwerte.

X die Lebensdauer einer Anlage, so ist P(X € (z,x + Az]| X > z) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass die Anlage in den n#chsten Ax Zeiteinheiten ausfillt, wenn sie
den Zeitpunkt z erreicht hat. Nach Division durch Az und Grenziibergang Az — 0
kann diese Grofle als Ausfallrate interpretiert werden. Es gilt:

F(z+Az) — F(z) 1

1
—P(X € (zjz+Az] | X >2) = A PX > )

Az

Az—0 f(x) .

— 1-F () @
” Ausfallrate”

Die Ausfallrate der Exponentialverteilung ist h(x) = A. Die Ausfallrate der Weibull-
verteilung lautet h(z) = §(%3%)°"! bzw. (mit a = 0) h(z) = afz"~!. Folgende Fille
lassen sich hierbei unterscheiden:

B €(0,1) : abnehmende Ausfallrate, "negative Alterung” (” Kinderkrankheiten )
g=1 :  konstante Ausfallrate, "keine Alterung” (= Gedéichtnislosigkeit
der Exp.-Vert. )
g>1 :  zunehmende Ausfallrate, ”positive Alterung” (”Ermiidungserscheinungen”)
(ii) Fiir 8 = 3 ergibt sich folgende Dichte:
3a-z% e fir 2>0 .
fx(z) = = 3ar’e " 1[0,00) ()
0 sonst

d.h. es liegt eine Exponentialfamilie mit

a(a) = 3a, h(x) = x21[0700) (z), bla) = —a und 7(z) = 23

vor. T(z) = Y a? ist folglich suffiziente Statistik bzgl. a. Mit I' = {a € R|a > 0}
i=1
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und b(a) = —a gilt:
B={bla)|a e R,a>0} ={-a|a>0} ={recR|z <0}

B enthilt ein offenes Intervall in IR, d.h. die oben bestimmte Statistik ist auch
vollsténdig.
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Aufgabe 41

Gegeben seien die folgenden drei anhand einer zufilligen Stichprobe mit Zuriicklegen vom Um-
fang n gebildeten Schatzfunktionen fiir das arithmetische Mittel p einer Grundgesamtheit, wobei
E(X;) = pund Var(X;) = 0% < oo

n
o Tl(xl,...,xn):%Z:ci

o Th(x1,...,xy) = x; fiir ein festes j € {1,...,n}

Wi

n—1
o T3(zy,...,xp) = (ﬁ > xi) + %xn
i=1

(a) Welche der drei Schitzfunktionen sind erwartungstreu, d.h. liefern ,,im Mittel“ das arith-
metische Mittel p?

(b) Von welchem dieser Schétzer wiirden Sie - ohne zu rechnen - annehmen, dass er die groite
Varianz besitzt? Warum?

(c) Berechnen Sie die zugehorigen Varianzen, und ordnen Sie diese der Grofie nach.

Zur Schiitzung des arithmetischen Mittels p seien nun alle linearen Schétzer der Form > | cz,
a; € IR, zugelassen.

(d) Zeigen Sie, dass die drei oben angegebenen Schitzfunktionen linear sind, indem Sie die
jeweiligen Gewichte a; bestimmen.

(e) Welche Bedingung an die Gewichte «; garantiert, dass die entsprechenden Schétzer ,im
Mittel“ das arithmetische Mittel p liefern?

(f) Bestimmen Sie unter allen linearen Schitzfunktionen, die die in (e) definierte Bedingung
erfiillen, diejenige mit minimaler Varianz.

Losung: (Induktive Statistik, S.55ff.)

B(Ti(X) = B
B(I,(X) = E(X,

J
n—1
BTy(X) = E(i(nilz)cm;xn)

WIN Wl
3
|
—_



(b) T3, da dieser nur einen Stichprobenwert zur Schitzung heranzieht.
(¢) Kriterien fiir die Bonitét eines Schétzers sind:

e Er sollte im ”Mittel” das arithmetische Mittel p der Grundgesamtheit treffen.

e Er sollte eine moglichst kleine Varianz haben

1< 1 « 1 5 02
Var(T1(X)) = Var (n;XZ> = W;VGT(XZ'):W.”'G =

Var(Ta(X)) = Var(X;) =o?

Var(T5(X)) = Var (; <n i 1 nz_:Xz> + ;Xn>

4
= g [CESIE E Var(X;) + Var( n)
N §'n—1.0+§'0
4 1 1
= o?(=- +-)> U— fiir alle n > 2
9 n—-1 9 n

Beweis der letzten Ungleichung: Fiir n > 2 gilt:

1 4 n—1 1n+3 1
- —_ > > _
9< ) on_13n < nn+3)>9n—-9
& n2—6n+9>0

& (n—-3)2>0

n—1 n-—1

n
Im folgenden betrachten wir alle linearen Schétzfunktionen der Form Y «;X;

i=1
(d)
Ty (z1,...,2n) = —Zwldh az——furalleZ—l
To(z1,...,xn) = fur ein festes j € {1,2,...,n}
d.h. a;=1und a; =0 fiir alle ¢ # j
n—1
2 1 1
T3(z1, ..., Tn) = 3 (n_ 1 ;xz> + gxn
2 .. .
dh o ==- fuirallei=1,...,n—1, ap, = =
3 n—1

(e) Es soll gelten: (Z a; X;) =
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E(iaX) = ZEaZ Zaz

=1

n
= Z a; - 0 = p genau dann, wenn Zai =1 ist.
i=1 i=1

(f) Das Optimierungsproblem lautet: Minimiere Var(>! ; a;X;) unter der Nebenbedingung
Yo, o = 1. Es gilt:

Var(i o X;) = i af - Var(X;) = o i o
i=1 i=1 i=1

d.h. das Minimierungsproblem lautet: Minimiere > . ; a?

Z?:l oy = 1.
Annahme: o; = %—H"i firallei =1,...,n mitr; € IR. Damit gilt > "' | r; = Z?:l(ai—%) =
Yo, a;—1 =0 genau dann, wenn » " ;| a; = 1 ist. Fiir die Zielfunktion erhélt man somit:

unter der Nebenbedingung

n n n
1 2
Za = Z; +7)? = Z;(n)2+ EZTH—Z@
1= 1= 1= 1=
— ——
=0 >0
d.h. das Minimum der Funktion ) ;" , oz? wird fiir r; = 0 fiir alle = 1,. .., n angenommen.

Fazit: Unter allen erwartungstreuen linearen Schéatzfunktionen ist % >y X; varianzmini-
mal.
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Aufgabe 42

Zeigen Sie, dass die in Ubung 36 untersuchte Schitzfunktion

erwartungstreu ist. Dabei gehe man davon aus, dass es sich in Aufgabe 36 um eine Stichprobe
mit Zuriicklegen handelt, bei der jeder Ersttagsbrief dieselbe Chance hat, gezogen zu werden.

Losung: (Induktive Statistik, S.55ff.)

Zu zeigen ist: E(N5) = N.

Beweis: Bei zufilliger Entnahme eines Ersttagsbriefes aus der von 1 bis N durchnummerierten
Grundgesmtheit gilt fiir die Nummer n des zufillig gezogenen Briefes:

Fiir den Erwartungswert der zufillig gezogenen Nummer n gilt somit:

N .
B(n)=Y i Pn=i)=)Y_ v :;N(N+1):N+1
=1

(N 2 2
=1
Fiir eine einfache Stichprobe mit Zuriicklegen nq,--- ,nx vom Umfang k gilt also:
N+1
E(ng) = ; fiiri=1,--- ,k
Damit gilt:
2 & 2 &
E(Ns) = E EZn - 1) = EZE(ni) -1
i=1 i=1
2 N+1
S T S
k 2
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Aufgabe 43

Die Dichtefunktion der Gammaverteilung lautet (a, A > 0)

1 a, a—1_—Ay

e fir y>0
frigy =4 1@ ,

0 sonst

dabei ist I'(«) der Wert der sogenannten Gammafunktion an der Stelle o (eine explizite Dar-
stellung dieser Funktion wird im weiteren nicht benétigt).

(a) Skizzieren Sie die Dichtefunktion fiir einige Parameterkombinationen (a, A). Welchen Ein-
fluB haben die Parameter auf die Gestalt der Dichtefunktion?

(b) Bestimmen Sie fiir eine einfache Stichprobe mit Zuriicklegen eine suffiziente und
vollstdndige Statistik fiir das Parameterpaar (o, \).

(c) Der Erwartungswert der Gammverteilung lautet E(Y) = §. Es sei bekannt, dass A = 1
gilt. Sei X eine einfache Stichprobe mit Zuriicklegen, die zum Schéitzen des Parameters «

gezogen wurde. Untersuchen Sie, ob & = % >, x; eine gleichmiBig beste erwartungstreue
Schatzfunktion fiir « ist.

Losung: (Induktive Statistik, S.47ff., S.57ff.)

3 I
— a=1,A=1
a=1.5, A\=1
— - 0=0.9,A=0.5
| - 0=1.3,A=3
25|
|
|
\
2H g
\
\
\
\
15F i
\
\
\
\
O | | | e Eee- R [ —
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 4.5 5

Abbildung 11: Dichten der Gammaverteilung fiir verschiedene Parameterwerte.
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(b)

Darstellung der Gammaverteilung als 2-parametrige Exponentialfamilie: Die Dichtefunk-
tion besitzt die folgende Gestalt:

1
S Y- L (a—1)Iny—XAy
fY(y) F(Oé) A 1[0,00) (y) €

— a(a7 )\) . h(y) . ebl(av)‘)Tl(y)+b2(a”\)72(y)

n

d.h. T(z) = (Zlnxz > ;) ist suffizient. Der Wertebereich der Funktion b(a, \) =
i=1 =1
(bl(O[ )‘) (aa )) ( -1, )‘) ist
B = {(a—1;-N)]a>0,\>0}
= {(a"\)|a" > —1,\" <0}

.

und enthilt einen offenen Quader in IR?, also ist 7'(x) vollstéindig.

Fiir A = 1 vereinfacht sich die Dichtefunktion zu:

1 D ny—
1 -y (a—1)In
= Ta) 00 () - € Yela—1)Iny

= a(a) . h(y) . ebl(a)Tl(y)

Dies ist eine Darstellung als 1-parametrige Exponentialfamilie. Hieraus folgt, dass
T(x)=) i, Inz; eine suffiziente Statistik ist. B = {(o — 1)|av > 0} = (—1,00) enthélt
offenes Intervall in IR und somit ist 7'(z) vollstindig. Der Erwartungswert der Gam-
maverteilung ist §, mit A = 1 damit a. Z ist erwartungstreu, also muss nach dem
Satz von Lehmann Scheffé der GBE-Schitzer die Gestalt d(z) = «/(3°;_; Inx;) haben.
o mit 237 2 = /(Y1 Inz;) existiert aber nicht. (Seien beispielsweise n = 2 und
T1 =e, 13 = €3 bzw. 2} = €? = ). Dann gilt:

n
Z n(z; —4—2111 aber—Z:vl—e_‘_e 62:;;,362

=1

folglich kann kein v’ existieren, da v’ nicht den gleichen Wert auf zwei unterschiedliche
Funktionswerte abbilden kann. Analoge Uberlegungen funktionieren auch fiir beliebiges
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Aufgabe 44

Verdeutlichen Sie sich an folgendem Beispiel das Prinzip der Mazimum-Likelihood-Schditzung:
In einem Teich soll die Anzahl N der Fische geschéitzt werden. Dazu werden M Fische gefangen
und markiert. AnschlieBend werden sie wieder freigelassen. Nach einigen Tagen werden erneut
Fische gefangen. Von den n Fischen des Fangs seien z markiert.

Fiir welches N hat die beobachtete Stichprobe die groffitmogliche Wahrscheinlichkeit?

Losung: (Induktive Statistik, S86ff.)

Die Anzahl markierter Fische ist mit M, die Anzahl Fische insgesamt ist mit N bezeichnet. Es
handelt sich um ein ”Ziehen” ohne Zuriicklegen von n Fischen. Sei X die Anzahl markierter
Fische der Stichprobe. X gehorcht einer hypergeometrischen Verteilung: X ~ H (N, M,n), d.h.

(%) (=)
(%)
Sei x eine Realisation von X, so erhalten wir den Maximum-Likelihood-Schéatzwert fiir NV durch

Maximierung von P(X = z) tiber N. Schétzwert ist die Maximalstelle N*, d.h. ein N, fiir das
die Wahrscheinlichkeit des Stichprobenergebnisses maximal ist.

P(X =x)= z=0,1,2,...,n.

Fiir die Maximalstelle N* muss gelten:

Prne_1m0(X = x) <1

W) Py yn(X =) —

und
P pn(X =)

Prey1mn(X =)

>1

(2)

Es gilt fiir jedes N > M :

Pvun(X=2)  ()EEHEH
Pyiiyn(X =2) (M) (VEEM) ()

N+1 N—n+1—M+x>
N+1-M N-n+1 -

genau dann, wenn

(N+1D)(N-—n+1-M+z) > (N+1-M)N-n+1)
= (N+ DN +1-M)-(N+D(n-=2) > (N+1-M)(N+1)—n(N+1— M)
< N(x—n)+z—-n > nM—Nn—n@NZﬂ—l.

x

Entsprechend ergibt sich

PN,M7’n(X = 1’) 1
Pniiyn(X =x) —
M
— N < ne_ 1
X
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Fiir N* gilt also

M M M
N —1<™ = —1baw. N* < 25 und N* > B2 1
x x x
Ist % nicht ganzzahlig, so ist N* damit eindeutig, z.B. erhalten wir fiir M = 100,n = 15 und
=T

15-100

T 1 =213.286 < N* < 214.286

Ist % ganzzahlig, ist N* nicht eindeutig, z.B. ergeben sich fiir M = 100,n = 10 und x = 4 aus

. 10-1
10 100—1:249§N*§ 0-100

=250
4 4

die Maximalstellen N* = 249 und N* = 250.
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Aufgabe 45

Es wurden 200 Gruppen von jeweils 10 Werkstiicken auf Fehler untersucht. Die Zufallsvariable
X gebe jeweils die Anzahl der defekten Werkstiicke an:

Anzahl defekter Werkstiicke 0 1 2 13 |>4
beobachtete Haufigkeit 133 |52 |12 |3 0

Aus Erfahrung weifl man, dass X binomialverteilt ist. Bestimmen Sie die Maximum-Likelihood-
Schitzfunktion (ML-Schétzer) fiir den Parameter p dieser Verteilung. Berechnen Sie anschlieend
den ML-Schétzwert fiir die gegebenen Stichprobenergebnisse. Wie lauten unter dem geschétzten
Binomialmodell die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ereignisse entsprechend der Tabelle?

Losung: (Induktive Statistik, S86ff.)

Die Binomialverteilung lautet:

Y ~B(m,p): P(Y =y)= <T;>py(1 —p)™™Y (hier : m = 10)

Fiir eine Stichprobe mit Zuriicklegen zu Y : X = (X1,..., X,,), n = 200, lautet die Likelihood-
Funktion zum Stichprobenergebnis x = (x1,...,xy) :

Der dritte Faktor ist konstant fiir ein gegebenes Stichprobenergebnis x. Gesucht ist die Maxi-
malstelle von L, (p) oder dquivalent dazu die Maximalstelle von In(L,(p)). Fiir p € (0,1) gilt:

n
In L,( szlnp—i—z m—x;)In(l —p +1n£[<x,>

und wegen der Monotonie der Logarithmusfunktion haben L, (p) und In L;(p) eine iibereinstim-
mende Maximalstelle.

dln L (p) 1 — 1 “
—_— = - i+ ——(—1 m— T;
dp p L 1_p( );( )
<0

ist gleichwertig mit

dYowi(l=p) = Y (m—wz)p
i=1 ‘
bzw. zn:xi—pzn:xi = nmp—pri
i=1 =1 ]



Losung der Gleichung ist somit;:

Das Uberpriifen der hinreichenden Bedingung wird dem Leser iiberlassen. Damit ist p = %

Maximalstelle, falls Y ; z; # 0 und > | x; # nm.
Fir > j2; = 0ist ; = 0 fir ¢« = 1,...,m und damit L,(p) = [[[_,(1 —p)™ = (1 —p)™™
maximal fiir p = 0. Fiir )" | 2; = nmist ; = mfiiri = 1,...,mund damit L,(p) = [[}~, p" =

p™" maximal fir p = 1.

Damit ist p = £ ML-Schétzer fiir den Parameter p. Fiir das angegebene Stichprobenergebnis

gilt:

x
m

85

= 0.0425.
200 -10 00425

p=

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Binomialverteilung mit dem Parameter p = 0.0425 ist

y 0 1 2 3 >4
P(Y =y) | 0.6477 [ 0.2875 | 0.0574 | 0.0068 | 0.0006

Bei 200 Stichprobeneinheiten sollte die relative Haufigkeit der Werte mit 0,1,2,3 und > 4 in
etwa mit diesen Wahrscheinlichkeiten iibereinstimmen. Die zu erwartende absolute Hiufigkeit
ergibt sich daraus zu

Anzahl defekter Werkstiicke 0 1 2 3 >4
zu erwartende Héufigkeit 129.54 | 57.50 | 11.48 | 1.36 | 0.11

Dies stimmt recht gut mit den beobachteten Haufigkeiten iiberein, so dass nichts gegen die An-
nahme einer Binomialverteilung spricht. Die Vermutung des Vorliegens einer Binomialverteilung
kann seinerseits durch einen sogenannten Anpassungstest iiberpriift werden (fiir ein Beispiel s.
Aufgabe 56).
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Aufgabe 46

In einer automatischen Abfiillanlage wird Zucker in 1-Pfund-T1iten abgefiillt, wobei es zu Abwei-
chungen vom Normgewicht kommen kann. Der Hersteller der Anlage gibt an, dass bei Einstellung
einer bestimmten Soll-Fiillmenge # Abweichungen um maximal 5 g in beide Richtungen méglich
seien. Weiterhin sollen alle Abweichungen gleich wahrscheinlich sein.

Zur Uberpriifung der Einstellung der Anlage wird eine Stichprobe vom Umfang 20 gezogen.
Folgende Gewichtswerte werden gemessen:

502 501 500 498 497 499 500 505 496 495,5
499 502 501 497 496 496 505 502 500 496

Bestimmen Sie auf Basis dieser Werte einen ML-Schétzwert fiir die tatséchlich eingestellte
Abfiillmenge 6.

Losung: (Induktive Statistik, S. 86ff.)

Das Gewicht des Inhalts einer abgefiillten Zuckertiite wird durch eine auf dem Intervall [0 —
5,0 + 5] gleichméBig verteilte Zufallsvariable X wiedergegeben, d.h. X besitzt die Dichte:

L fir z€[0—50+5

fx(@) =
0 sonst
Liegen nun n Realisationen z1, ..., z, von X vor, so hat die Likelihoodfunktion folgende Gestalt:
(&) fir xz;€[0—5,0+5] firallei e {1,...,n}
LO,z1,...,2,) =

0 sonst
Damit L maximal wird, muss gelten:
min{zy,...,zy} > 0 — 5 und max{zy,...,x,} <O+5
d.h. jeder Wert 6 mit
max{zy,...,zp} —5 < 6 < min{zy,...,zp} +5
maximiert die Likelihoodfunktion und ist deshalb Maximumlikelihoodschétzer fiir 6.

Im vorliegenden Fall ist jeder Wert 6 aus [500, 500.5] ein Maximumlikelihoodschétzwert
fiir 6.

Wir sehen an diesem Beispiel, dass die Maximumlikelihoodmethode nicht notwendiger-
weise eindeutige Schétzer und damit auch eindeutige Schéitzwerte fiir die zu schétzenden
Parameter liefert. In unserem speziellem Beispiel der Gleichverteilung kann die Menge der
Maximumlikelihoodschétzwerte ein Intervall sein. Selbstverstédndlich kann aber auch hier bei
einem giinstigen Stichprobenergebnis die Maximalstelle auch eindeutig sein.
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(a)

Aufgabe 47

Eine Tankstelle veranschlagt fiir einen Olwechsel mindestens o Minuten. Die tatséichlich
benotigte Zeit X (X > «) ist von Kunde zu Kunde verschieden, wobei man davon ausge-
hen kann, dass X — o annéhernd exponentialverteilt (A = 1) ist. Zur Schitzung von « wurden
folgende Arbeitszeiten notiert:

42 31 36 45 51 76 44 35 38
39 41 43 44 37 35 38 3.9

Bestimmen Sie

(a) einen Schétzwert fiir o mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Schétzmethode.

(b) einen Schitzwert fiir die Zeit, die im Mittel fiir einen Olwechsel benstigt wird.

Losung: (Induktive Statistik, S. 86ff.)

Dichtefunktion von X ist (A =1):

T=0) fiir >«

e (
fx(z) =

0 sonst

Die Likelihoodfunktion hat folgende Gestalt:

Llo, @y, an) = 0 sonst.

{ ene=(@ittan) — gna=n® iy o < min{zy, ..., 2, )}

Da L eine streng monoton wachsende Funktion von « ist, nimmt L ein Randmaximum fiir den
grofiten zuldssigen a—Wert an, und dies ist gerade min{zy,...,x,}, d.h. & = min{xy,...,z,}
ist der Maximumlikelihoodschétzer fiir . Wir erhalten speziell den Schatzwert & = 3.1.

Im Mittel werden fiir einen Olwechsel E(X) = a + 1 Minuten benétigt. Unter Ausnutzung der
unten angegebenen Invarianzeigenschaft der Maximumlikelihoodmethode erhalten wir einen
Schitzwert fiir p := F(X) mittels Teil (a) zu g =a+ 1 =4.1.

Invarianzeigenschaft: Ist 4 der ML-Schétzer fir vy und f: ' — I eine bijektive Abbildung,
so ist ) = f(%) der ML-Schitzer fiir n = f(7) (Beweis: Ubungsaufgabe).
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Aufgabe 48

In einer Zufallsstichprobe von 250 Studenten einer Universitéit waren 22 Linkshénder.

(a)

(b)

Geben Sie einen Bereich an, der mit 95% Wahrscheinlichkeit den Anteil p der Linkshénder
unter den Studenten dieser Universitét enthélt.

Berechnen Sie ein angenédhertes 95%-Konfidenzintervall fiir p unter Verwendung des zentra-
len Grenzwertsatzes. Wihlen Sie dabei die drei folgenden verschiedenen Vorgehensweisen:

(i) Schétzen Sie die die unbekannte Standardabweichung durch die Stichprobenstandard-
abweichung.

(ii) Schétzen Sie die unbekannte Standardabweichung durch die korrigierte Stichproben-
standardabweichung.

(iii) Verwenden Sie den exakten (aber unbekannten) Wert fiir die Standardabweichung.

Losung: (Induktive Statistik, S. 98ff.)

Losung mit Hilfe der Ungleichung von Tschebyscheff:
< Var(X)

P(X - B(X)| 2 ) < -
Entsprechend der Aufgabenstellung ist Var(X) nicht bekannt und damit diese Ungleichung
nicht direkt anwendbar. Kénnen wir aber eine obere Schranke fiir die Var(X) angeben, so
erhalten wir eine obere Schranke fiir die rechte Seite der Tschebyscheffschen Ungleichung.
Im Falle einer bekannten Varianz, kénnte aber ein Konfidenzintervall wie folgt bestimmt
werden. Sei Y = X = L 3™ | X; der Stichprobenanteil der Linkshénder, so ist E(Y) = p
und damit

Qw‘z‘qw

P(Y = B(Y)| 2 ¢) = P(X = p| = ¢) <
wobei 02 die Varianz der Stichprobenelemente X; bezeichne. Da
P(IX —plzc)<a
gelten soll, muss
2 o2

s=a, dhc=1/—
n-c n-o

gefordert werden. Es ergibt sich, dass

— 2 __ 2
[X_,/UJH«/U]
n-a n-a
ein (1 — a)-Konfidenzintervall umfasst.

Da die einzelnen X; Bernoulli-verteilt sind und deshalb bekanntlich die Varianz mit
Var(X;) = p(1 — p) gegeben ist, kénnen wir die Varianz sicherlich (fiir p = 0.5 wird der
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Ausdruck p(1 — p) maximal) durch 0.25 abschédtzen. Einsetzen in die oben bestimmten

Formeln ergibt:
22 0.25
T= om0 0088 e= o005 =Y

Daraus ergibt sich die EinschlieBung des Konfidenzintervalls mit Hilfe von Tschebyscheff:

[z —0.14,7 + 0.14] = [0;0.229], (p >0

b) Das 95%-Konfidenzintervall auf Grund der Niherung durch die Normalverteilung be-
stimmt sich gemaf:

— Ti— —=Uj_2a, — T+ —=uj_ea
n P (3 \/ﬁ 1 3 I n — K3 \/ﬁ 1 B)
Diese Niherung beruht auf der Uberlegung, dass
X-p
Var(X)

niaherungsweise normalverteilt ist. Ein Problem stellt nun die geeignete Wahl (Schétzung)

des unbekannten Terms Var(X) dar. Prinzipiell kommen hierbei drei Moglichkeiten in
Frage.

(i) Verwendung der Stichprobenstandardabweichung als Schétzwert: Die Stichproben-
standardabweichung berechnet sich zu:

&= %Z(mi—f)QZ [iZmi—a@]: z(1— 1)

i=1

= /(0.088 — (0.088)2) = 1/0.080
=0.283

Mit Up_g = 1.96 ergibt sich das folgende Konfidenzintervall:

0.283 0.283
I = [0.088 — —=-1.96,0.088 + — - 1.96] = [0.0529,0.1231]
V250 V250

(ii) Verwendung der korrigierten Stichprobenstandardabweichung als Schétzwert: Die
korrigierte Stichprobenstandardabweichung berechnet sich zu:

n

1 n |1«
S (o — )2 [ S ]
n—1 n—1 ni:l

i=1

Q>
|

2
= \/228(0.088 — (0.088)2) = v/0.081

=0.284

Mit Up_g = 1.96 ergibt sich das folgende Konfidenzintervall:

0.284 0.284
Iy = [0.088 — ——-1.96,0.088 + — - 1.96| = [0.0527,0.1232]
V250 V250
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Bemerkung: Unter Umsténden kénnte man auch auf die Idee kommen, statt der
Normalverteilung die ¢-Verteilung zu verwenden, da man einen nédherungsweise nor-
malverteilten Ausdruck mit der korrigierten Stichprobenstandardabweichung stan-
dardisiert. Dies hat aber keine Auswirkungen auf das Ergebniss, da fiir grole n die
t-Verteilung nicht mehr von der Normalverteilung zu unterscheiden ist.

(iii) Verwendung des exakten Werts p(1 —p) fiir die Standardabweichung und Losen einer
quadratischen Gleichung:

p—X

p(1—p)

Yy —

ist ndherungsweise standardnormalverteilt. Folglich gilt:

-X
P(—uj_a < r-2 <wup_ae)=1-«
2 p(1-p) g
n
Aus _
- X
—Ul_—o S P S Ui_a
2 p(1-p) 2
n
erhalten wir durch quadrieren
(» — X)? u?
pi-p) — 1%

n
Durch Umformen ergibt sich die quadratische Ungleichung

2
a
p2(n+u%7%)—p(2a+u%7%)+;§0, a® =x°n

Die Nullstellen dieser Parabel sind:
2a + u%_% Tupa \/u%_% +4a(1—9)
2(n + u%ig)
2

P12 =

Damit gilt obige Ungleichung falls p zwischen diesen beiden Nullstellen liegt. Also ist
I3 = [p1; p2] ein angenihertes 95%-Konfidenzintervall. Einsetzen ergibt:

44+ 1,962 + 1.961/1.96% + 83(1 — 0.088) { 0.1296

P12 = 2(250 + 1.962) ~ ) 0.0589

und damit das Intervall
I3 = [0.0589, 0.1296]

als Ndherung fiir das 95%-Konfidenzintervall.

Hinweis: Zusétzlich zu den hier aufgefithrten Varianten besteht auch die Moglichkeit eine exak-
te Losung fiir das Konfidenzintervall des Parameters p einer Bernoulliverteilung zu berechnen.
Man verwendet hierfiir eine Beziehung zwischen der Binomialverteilung und der F-Verteilung.
(Details siehe Induktive Statistik S. 108ff) Man erhélt dann folgendes exaktes 95% Konfidenz-
intervall (mit ¢ :=n - x):
-1
c (c+1) - Fyiy om0 — %)

c+(n—c+1)- F;(}I_C“)’Qc(l — N n—c+(c+1- FQ—(;D,Q(”_C)U — o)

[pm po] =

= [0.0603,0.1233]
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Aufgabe 49

Das Gewicht von Wischeklammern sei als ndherungsweise normalverteilt angenommen. Folgende
Daten wurden in einer Stichprobe gemessen (in [g]):

93 85 98 101 7.2 114 125 10.8
11.3 13.6 103 82 128 152 9.6 10.7

(a) Bestimmen Sie ein 95%- und ein 99%-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert und die Varianz
des Gewichts der Klammern.

(b) Von der Firma, die die Wischeklammern produziert, erfahren Sie, dass das durchschnitt-
liche Klammergewicht 10.5 g betrigt. Bestimmen Sie nun ein 95%-Konfidenzintervall fiir
die Varianz.

(c) Bestimmen Sie ein 95%-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert unter der Annahme, dass
die Varianz des Klammergewichts mit 02 = 5 ¢ bekannt ist.

Losung: (Induktive Statistik, S. 98ff.)

(a) Wir beschreiben das zuféllige Gewicht einer Wascheklammer durch die Zufallsvariable
X mit X ~ N(u,0?), wobei p,0? unbekannt sind. Fiir das Konfidenzintervall fiir den
unbekannten Mittelwert p gilt:

* 8*

_ st _
T —1t(n— 1)1—05/2%733 +t(n — 1)1—&/2%

mit
t(15)0.075 = 2.1314,  ¢(15)0.995 = 2.947
und
1 & R
T:EZXizlo.ﬂ, §* = n_IZ(a:i—W:zos
i=1 =1

t(n)q bezeichne dabei das a-Quantil der t-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Es ergibt sich
also folgendes Konfidenzintervall fiir 1 zum Niveau 0.95 (0.99):

9.58,11.84]  ([9.17,12.24])

Fiir das Konfidenzintervall fiir o2 bei unbekanntem p gilt wegen ("_;#*2 ~x%(n—1):

(n —1)s*2 (n —1)s*2
XQ(n - 1)1—04/2 ’ X2(7’L - 1)04/2

Hierbei bezeichnet x?(n), das a-Quantil der Chi-Quadrat-Verteilung mit n Freiheitsgra-
den. Konkret ergibt sich fiir 1 — o = 0.95 (0.99), n = 16, s*2 = 4.334 das Konfidenzinter-
vall:

[2.365,10.382]  ([1.982,14.13])
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(b) Hierbei ist der Mittelwert u = 10.5 bekannt und folglich gilt, dass Y1 ;(X; — p)?/o? ~
x%(n) verteilt ist. Die Wahrscheinlichkeit, dass o unter- bzw. oberhalb des Konfidenzin-
tervalls liegt soll jeweils /2 betragen, dies wird erreicht durch:

;(Xz’ — p)?
X2 (n)asp < = p < X2(M)1—ay2
bzw.
Zl(Xi — ) Zl(Xi — p)?
= < o? < =
X2(M)1—ae T X (Mo

Konkret ergibt sich mit > ", (x; — ©)? = 65.69, x%(16)0.975 = 28.85 und x2(16)g.025 = 6.91
das 95%— Konfidenzintervall:
2.28,9.51]

(c) Falls 02 bekannt ist, kann man das Konfidenzintervall fiir ;1 analog zu a) mit Hilfe der
entsprechenden Quantile der Standardnormalverteilung berechnen. Es ergibt sich dann
(1 — a)-Konfidenzintervall:

o
Vi 3\/5}
wobei ur-g das (1—§)-Quantil der Standardnormalverteilung sei. Fiir a=0.05 gilt ug.975 =
1.96, d.h. das 95%-Konfidenzintervall lautet:

10.71 — 1.96£, 10.71 - 1,962
V16

V16

_ g _
x—ul_%—,x+u1_
n

] = [9.61,11.81]
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Aufgabe 50

Y sei Poisson-verteilt mit Parameter \. Zu testen sei die Hypothese Hyp : A = Mg gegen H; : A\ =
A1 mit A\ > A\g. Konstruieren Sie einen einfachen besten Test zum Niveau .

Losung: (Induktive Statistik, S. 123ff.)

Loésung:
Fiir eine einfache Stichprobe mit Zuriicklegen gilt:

" > @
A\Ti . A\
PA(X:a:):Hm'e,\: WX
i=1 " I
i=1
Damit ist
3 Xn: Tq
Py (X = -n 1/\i:1
Q) = D=0 TN
Py (X =x) &
e—nAo/\le
L e AL Z
= e
W,
und es gilt:
Q) <k < e—"Ol—Ao)(il)iEf" <k
0
& —n0 = %)+ Y a(n0) — ) < In(k)
i=1

L . ln(k) -+ n(Al — /\0) —
& T(z):= ; IS 00 —m0y)

Der Neyman /Pearson-Test lautet also:

n
do Yoxi <o

Ok(x1,. . ) = i=l
dq Z xT; > Ck

i=1

Da > x; € {0,1,...,} = NU{0} ist, kann man sich bei ¢, ebenfalls auf Werte aus N U {0}

=1
besghrénken. Fiir den Fehler 1. Art erhilt man

Pr(6e, do) = Pa (Y Xi > cp),
=1
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fiir den Fehler 2. Art

Pri(6, M) = Py, (O Xi < cp).
=1

n
Da ) X; Poisson-verteilt ist mit Parameter n)\;,j € {0,1}, kénnen die Fehlerwahrscheinlich-

i=1
keiten bestimmt werden.

Fiir A\g = 0.5, A1 = 1 und n = 10 sind diese Werte in der folgenden Tabelle wiedergegeben.

ck | Pr(0k) | Pri(dk)
0 10,9933 | 0,0000
1 10,9596 | 0,0005
2 | 0,8753 | 0,0028
3 10,7350 | 0,0103
4 |0,5595 | 0,0293
5 10,3840 | 0,0671
6 |0,2378 | 0,1301
7 10,1334 | 0,2202
8 10,0681 | 0,3328
9 |0,0318 | 0,4579
10 10,0137 | 0,5830

Man sieht dort deutlich, wie sich bei zunehmendem c¢;, die Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art ver-
kleinert, die Fehlerwahrscheinlichkeit 2.Art aber immer stidrker anwé#chst. Das iibliche Niveau
von o = 0.05 wird erstmals bei ¢, = 9 unterschritten. Dann ist aber die Wahrscheinlichkeit fiir
den Fehler 2. Art mit 0.4579 doch recht beachtlich. Eine Verbesserung ldsst sich bei diesem
Stichprobenumfang fiir das Niveau 0.0318 nach dem Satz von Neyman/Pearson nicht erreichen.

Nicht weiter iiberraschend ist, dass auch hier wie bei den Schéitzproblemen die Entscheidung

n n
nur vom Wert > z; der fiir A vollstdndigen und suffizienten Stichprobenfunktion T'(z) = > a;
j i=1

i=1 =
abhéngt, denn, da T'(x) alle Information des Stichprobenergebnisses x iiber A enthilt, sollte eine
gute Entscheidungsfunktion ¢, hier also ein Test, bei iibereinstimmendem Wert von T' (T'(z) =
T(x')) auch dieselbe Entscheidung treffen (6(x) = §(2)).
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Aufgabe 51

Um beurteilen zu kénnen, wie sich eine 10%-ige Preiserhohung bei einem Artikel auf dessen
Absatz auswirkt, werden Verkaufsstellen ausgewihlt, in denen probeweise eine Preiserhthung
durchgefiihrt wird. Die Preiserhchung soll dann generell durchgefithrt werden, wenn mit einer
durchschnittlichen Absatzminderung von héchstens 8% zu rechnen ist. Es werden nun zufillig
n Verkaufsstellen ausgewihlt und die sich dort ergebenden Absatzverinderungen bestimmt.

(a)

(b)

Erldutern Sie anhand der Situationsbeschreibung kurz, was unter einem 7Test zu verstehen
ist. Uberlegen Sie dabei insbesondere, welches Ziel Sie beim Testen verfolgen, welche Infor-
mationen Thnen gegeben sind und mit Hilfe welcher Schritte Sie basierend auf den Thnen
zur Verfiigung stehenden Informationen Ihr Ziel erreichen kénnen.

Formulieren Sie ein geeignetes statistisches Entscheidungsproblem (Modell und Hypothe-
sen).

Welche Fehlentscheidungen kénnen in diesem Beispiel auftreten?

Welcher Zusammenhang besteht zwischen den Entscheidungen und der Wahl der Nullhy-
pothese?

Wie beeinflufit die Wahl der Nullhypothese die Entscheidung des Testverfahrens?

Losung: (Induktive Statistik, S. 123ff.)

Es besteht Unklarheit iiber die Auswirkung einer 10%-Preiserhhung auf den Absatz.
Eine Preiserh6hung fiihrt nur dann zu einer Umsatzsteigerung, wenn der Absatz nicht
um mehr als rund 8% zuriickgeht. Wegen eventueller negativer Nebeneffekte sowie der
durch die Preiserhdhung entstehenden Kosten soll diese nur durchgefiihrt werden, wenn
die Absatzminderung nicht mehr als 8% betrigt. Es geht also um die Hypothesen

Hy : Absatzminderung > 8%, Hj: Absatzminderung < 8%

Informationen, die einer Entscheidung iiber die Hypothesen zugrundgeegt werden kénnen,
liefern die probenweise durchgefiihrten Preiserh6hungen in einigen Verkaufstellen. Die
Entscheidung wird also sinnvollerweise von den Ergebnissen in diesen Filialen abhéngen.
Man spricht hier von einer Testsituation.

Allgemein: Der Parameterbereich I' wird in zwei Bereiche T'p,I'y aufgeteilt mit
pyul'; =T, ToNTy = (. (Im Beispiel ist der interessierende Parameter die prozentuale
Absatzminderung, Parameterbereich ist also I' = [0,100], wenn eine Absatzsteigerung
ausgeschlossen wird. Ensprechend den angegebenen Hypthesen ist Ty = [8,100] und
I'y =[0,8).) Getestet wird die Hypothese Hy : v € I'g (Nullhypothese) gegen H; : v € I'y
(Gegenhypothese). Informationen als Entscheidungsgrundlage liefern Stichprobener-
gebnisse. Die Entscheidung sollte dann so erfolgen, dass Fehlentscheidungen moglichst
vermieden werden, d.h. mit geringer Wahrscheinlichkeit auftreten.

Entsprechend den drei Grundannahmen modellieren wir die Situation wie folgt:
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(i) Es sei Y die Absatzminderung einer zufillig ausgewéhlten Filiale.

(ii) Es ist eine Klasse von Verteilungen festzulegen, der die (unbekannte) Wahrscheinlich-
keitsverteilung Y angehort.
Beispielsweise konnte hier die Klasse der Normalverteilungen gew&hlt werden, wobei
fiir den Mittelwert p und Varianz o2 die Einschrinkungen 0 < g < 100 und, um
negative Absatzminderung (nahezu) anzuschlieflen, p > 30 gemacht werden.

(iii) Es werden die Verkaufsminderungen bei n zufillig ausgewéhlten Filialen beobach-
tet, d.h. es liegen Stichprobenergebnisse x1,...,x, eines Stichprobenvektors X =
(X1,...,X,) vor. Es handelt sich um eine Stichprobe mit Zuriickliegen, d.h.

n
Fx(xl, Ce ,:L‘n) = HFy(aCi),
=1

der Zusammenhang zwischen der Verteilung der Stichprobe und der Verteilung von
Y ist also vollstdndig bekannt.

Sei u = E(Y), so lauten die Hypothesen
Hy: p>8% Hi: n<8%
Folgende Fehler gilt es zu unterscheiden:

Fehler 1. Art: Hy wird abgelehnt, obwohl Hj gilt.
Fehler 2. Art: Hy wird nicht abgelehnt, obwohl Hy nicht gilt.

Entscheidung fiir
>
Wirklichkeit b= 8% p< 8%
> 8% richtig falsch: Fehler 1. Art
< 8% falsch: Fehler 2. Art richtig

Diese Fehler werden beim Testen unterschiedlich gewichtet:

Der Fehler 1. Art soll mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit vermieden werden: Hieraus
ergibt sich eine entsprechende Forderung an die Wahl von Hy und H;. Auf das Beispiel
bezogen bedeutet dies: Falls ein Verlust an Marktanteil schlimmer bewertet wird als eine
entgangene Umsatzsteigerung, dass man wihlt: Hy : p > 8%, Hp: p < 8%. Dies ist
implizit in der Formulierung enthalten: ,, Preiserh6hung nur, wenn Absatzminderung < 8%
ist*.

Unter der Vorgabe der Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art bestimmt man dann
ein Entscheidungsverfahren, das die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art so weit wie
moglich reduziert.

Die Wahl der Nullhypothese beeinfluit die Entscheidung des Testverfahrens, da man je-
weils in unterschiedlicher Richtung vorsichtig ist, d.h. einen Fehler vermeiden will. Man
unterscheidet zwei Arten von Test, den Signifikanztest der im Falle, dass Hy nicht abge-
lehnt werden kann, keine Aussage iiber die Giiltigkeit von Hy und damit auch Hy trifft,
und den Alternativtest, bei dem die Schlussfolgerung entweder ,,Hy gilt“ oder ,, H; gilt®
lautet.
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Aufgabe 52

Fin Unternehmen erhélt von einem Lieferanten den Hinweis, dass eine gelieferte Warenpartie von
10000 Teilen moglicherweise nicht den gewohnlichen Ausschuflanteil von 5%, sondern aufgrund
von Produktionsschwierigkeiten einen erhéhten Anteil von 15% besitzt. Zur Uberpriifung dieses
Hinweises wird eine Stichprobe vom Umfang n = 30 entnommen. Mit einem gleichméfig besten
Test zu einem Niveau von hochstens 0.1 soll ,,statistisch* gesichert werden, dass die Partie wie
normal einen Ausschussanteil von 5% hat. Formulieren Sie den Test.

Losung: (Induktive Statistik, S. 134ffff.)

Sei X = (X1,...,X,) der Zufallsvektor der Stichprobe, d.h. Xi,...,X,, sind unabhingig
Bernoulli-verteilt mit Parameter p, also P(X; = 1) = p, wobei p der Ausschussanteil der Wa-
renpartie ist, d.h. fiir p kommen die Werte 0.05 und 0.15 in Frage.

Bei einer Stichprobe vom Umfang n = 30 gilt fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X:

x; - x;
Pp(X — x) e pi:l (1 _p) =1

Da ein Ausschussanteil von 5% statistisch gesichert werden soll, lauten die Hypothesen
Hy:p=0.15und H; : p =0.05

Damit lautet mit pg = 0.15 und p; = 0.05 der Wahrscheinlichkeitsquotient:

30 30
21931(1 )30_2 Tq
28 —p1) =
Q(.CU) = 130 30
igl i 30_.2 Ti
po (I—po) =
30 30 30
_ (191)2 (1 —po>?ﬁi _ <1 —m)
Do 1—p1 1 —po
~—— —_——— ~———
<1 <1 const.

Es gilt also, dass Q(z) streng monoton in Zf’il x; fallt, d.h. der Neymann-Pearson-Test 148t sich
formulieren als

30
dq fiir Zaﬁz <c
i=1
o () =
30
do fir Zazz >c
\ =1

und ist gleichméflig bester Test zum Niveau

30
Ppo (Z X; < C).
=1
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Aus der Bedingung an die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art Testniveau o < 10%

30

B> Xi<e) <01
=1

ergibt sich mit Hilfe einer Tabelle der Binomialverteilung fiir p = 0.15

30

Ppy(D X <2) =0.048 < 0.1,
=1
30

Pp(D  Xi <3)=10.1514> 0.1
=1

=c=2

Fiir ¢ = 2 ist 0(x) gleichméBig bester Test zum Niveau o = 4.8%.
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Aufgabe 53

FEine Firma stellt Leuchtstoffrohren her. Es wurde ein neues Produktionsverfahren eingefiihrt,
aufgrund dessen sich die mittlere Lebensdauer der Rohren (bisher 1500 Stunden) erhthen soll.
Man mochte priifen, ob dies tatséchlich der Fall ist und entnimmt daher eine Stichprobe vom
Umfang 10 aus der laufenden Produktion.

(a)

(b)

Formulieren Sie die Nullhypothese, und geben Sie einen gleichméflig besten Test zum
Niveau o = 0.05 an, wenn angenommen wird, dass die Lebensdauer der Réhren normal-
verteilt ist und die Standardabweichung o = 100 h betrigt.

Sei (1430, 1480, 1520, 1500, 1550, 1460, 1530, 1540, 1600, 1510) das Ergebnis der Stichprobe.
Welche Entscheidung trifft das Unternehmen?

Losung: (Induktive Statistik, S.151ff., S.198)

Die Zufallsvariable Y ~ N (u, 0?) modelliere die Lebensdauer einer Leuchstoffréhre, wobei
1 unbekannt und ¢ = 100 bekannt ist. Als Hypothesen wihlen wir:

Hy:p <1500,  Hj:p> 1500

Es liegt eine Stichprobe X vom Umfang n = 10 vor, und folglich gilt:

0,2

n
ZXi ~ N(nu,no?), bzw. X ~ N(u, —)
n
i=1

T(z) =" ; ist suffizient und vollsténdig fiir 4 mit monoton wachsendem Wahrschein-
lichkeitsquotienten. Damit ist fiir das einseitige Testproblem

Hoy : p < po gegen Hy : > po

die Entscheidungsfunktion

do fir Z z, <c

O () = o
dq fir Z T; > c

i=1

gleichméflig bester Test zum Niveau

Fi(6) = P} Xi>0)
=1

¢~ o,
Vno

= q,wenn ¢ = un + oy/nui_q.

= 1-F,ne2(c)=1—9(

Die letzte Gleichheit gilt aufgrund der Beziehung ®(uj_o) =1 — a.
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Bei der Aufgabenstellung bedeutet dies:

c—10-1500

m-100)

n
P Xi>c) = 1-®
=1
= 0.05

Also ergibt sich durch Umformen:
¢ = 101500 + u1_g.05 - V10 - 100 = 15521.8

Hieraus ergibt sich die Entscheidungsfunktion:

do fiir Zw < 15521.8
=1
56(@ =
dq fiir Z:ci > 15521.8
=1

(b) Man erhélt fiir die angegebenen Werte ;" | z; = 15120 und folglich gilt §(x) = dp und
Hy kann nicht abgelehnt werden. Die Erhohung der mittleren Lebensdauer durch das
neue Verfahren ist also nicht statistisch gesichert zum Niveau 0.05.
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Aufgabe 54

Fine Firma hat iiber einen Zeitraum von 45 Wochen den Absatz eines ihrer Produkte ermittelt.
Dabei ergab sich ein Stichprobenmittel z = 447 000 Stiick/Woche. Die Firma weifl weiterhin aus
langjéhriger Erfahrung, dafl der Absatz dieses Produktes normalverteilt ist mit dem Mittelwert
u# und der Standardabweichung o = 20 000.

(a)

(b)

Die Firma mdochte nun testen, ob die Stichprobe der Annahme widerspricht, dass der
durchschnittliche Absatz pro Woche 450 000 Stiick betrégt.

e Formulieren Sie die Null- und die Gegenhypothese.

e Geben Sie einen Test zum Signifikanzniveau 0.05 an.

e Welche Entscheidung wird die Firma treffen?
Die Firma hat nun eine Anzeigenkampagne gestartet. Bei einer anschliefenden Untersu-
chung iiber 16 Wochen werden ein Stichprobenmittel von z = 460 000 und eine korrigierte
Stichprobenstandardabweichung von s* = 21000 festgestellt. Geben Sie einen Test zum

Signifikanzniveau 0.05 an, und ermitteln Sie, ob die Anzeigenkampagne erfolgreich war.
Dabei werde eine unbekannte Varianz zugrunde gelegt.

Was beschreibt die Giitefunktion eines Tests allgemein? Skizzieren Sie die Giitefunktion
fiir einen einseitigen Test beispielhaft anhand der Daten aus Aufgabenteil (a). Wie wiirde
Ihrer Meinung nach eine ideale Giitefunktion aussehen?

Losung: (Induktive Statistik, S.183ff., S.198)

Im Unterschied zu Ubung 53 interessiert hier nicht die Abweichung in eine Richtung (ein-
seitiger Test), sondern eine Abweichung an sich (zweiseitiger Test). Die Hypothesen lauten:

Hy : p= pg = 450000 Hy : p# o
Eine intuitiv einleuchtende Entscheidungsfunktion ist:

di fir T(x)<cyoder T(X) > co
o(x) =

do sonst

n
wobei T'(z) = 2 3" a; ist.

=1

Da die Normalverteilung symmetrisch um ihren Mittelwert ist, ist eine symmetrische Wahl
von ¢; und ¢ um pg sinnvoll: ¢; = pg — d, co = pg + d. § ist dann ein gleichméfig bester
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unverfélschter Test zum Niveau Py (9, o) = Py (0(2) = d1).

Pr(0,po) = 1= Pyuylpo—d <X < po+d)
= 1= [P, (X <po+d) — Puy(X < po — d)]

_ 1_{@<m.ﬁ>_@(w.\/ﬁ)]

g

= 1—q><j\/ﬁ)+1—<1><j\/ﬁ)

o)

d Q
<~ ) (U\/ﬁ> =1- 5, bzw. d = %U,l_%.

Fiir n=45 und a = 0.05 erhélt man mit ¢ = 20000, ug.975 = 1.96 und d = Q(’T‘g .1.96 =
5843.6 die folgende Entscheidungsfunktion:

dy fir 7 < 444156.4 oder T > 455843.6
o(z) =
dy fiir 4441564 < T < 455843.6

Fir £ = 447000 wird Hy also nicht abgelehnt. Es ist also nicht statistisch gesichert, dass
w1 # 450000 ist.

Es ist zu ermitteln, ob die Kampagne erfolgreich war, d.h. der Absatz angestiegen ist.
Damit ergibt sich ein einseitiger Test fiir den Erwartungswert des Absatzes.

Hy : pp <450000 ‘nicht erfolgreich’

H : pu>po ‘erfolgreich’

Teststatistik ist z = % >~ x; mit der Entscheidungsfunktion

5(z) = {dl fir z>c¢

do fur z<c

Anderung gegeniiber Ubung 54: ¢ ist unbekannt und wird durch s* = 21000 geschétzt.
Die Testschranke c ergibt sich aus dem Niveau o = 0.05 geméf:

% X —po _ c—po
Pu(X>c) = 1-Fu | 5z < Tm
Jn Jn

!
= Q.

Da w t(n — 1)—verteilt ist, muss fiir das (1 — o)—Quantil ¢(n — 1);_, der t(n —

1)—Verteilung gelten:

tn — 1)1 = V.

8*
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Daraus ergibt sich ¢ = po + \%t(n — 1)1_4. Die Entscheidungsfunktion lautet damit:

do fir z<po+ f’/—% t(n —1)1—a
é(z) =

dy

sonst

210001 753 — 459203.25.

Mit n = 16, s* = 21000 und ¢(15)p.95 = 1.753 ist ¢ = 450000 + 16

Wegen z = 460000 wird Hy abgelehnt, die Werbekampagne war erfolgreich (statistisch
gesichert zum Niveau 0.05).

Die Giitefunktion gibt die Wahrscheinlichkeit an, die Nullhypothese abzulehnen, in
Abhéngigkeit vom Parameter ~:

Demgegeniiber heifit die Wahrscheinlichkeit in Abh#ngigkeit von -, die Nullhypothese nicht
abzulehnen, Operations-Charakteristik (OC-Funktion):
L(y) = Py(6(x) =do) =1-G(v)

Abbildungen zum einseitigen Fall Hy : p < po gegen Hy : p > po:
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(a) Giitefunktionen fiir 0% = 50, po = 1,n=>5
und verschiedene «

L L
3 35 4

(b) Giitefunktionen fiir & = 0.05, o = 1 und
o0 =1 und verschiedene n

Abbildung 12: Giitefunktionen

Bemerkung: Da bei den in den Grafiken betrachteten Féllen die Teststatistik
Z symmetrisch um ihren Mittelwert p verteilt ist, gilt fiir jede Testschranke c:
G(c) = Py—e(X > ¢) = 1, d.h. stimmt der wahre Mittelwert mit der Testschranke iiberein,
so wird jeweils mit Wahrscheinlichkeit % die Entscheidung dy bzw. d; getroffen.

Es folgenden einige mogliche Eigenschaften von Tests, die im Zusammenhang mit der
Giitefunktion stehen.

e Ein Test ist ein Test zum Niveau « falls fiir seine Giitefunktion gilt: G(y) < « fiir
alle v € Ty (hier: u < pg).
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e Ein Test ist ein gleichmdfig bester Test zum Niveau « falls gilt:

— G(v) < «a fiir alle v € Ty (Test zum Niveau «)
— G(v) > G'() fiir alle Giitefunktionen G’ zu Tests zum Niveau a und alle v € T'y.

e Ein Test heifit unverfilschter Test zum Niveau o falls gilt:

— G(v) < a (Test zum Niveau «)
— G(v) > « fiir alle v € Ty ("unverfélscht”).

Der Einfluss von « und n auf die Kurve ist den Abbildungen zu entnehmen.
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Aufgabe 55

Zehn Hohlkarabiner einer bestimmten Marke wurden der Produktion zuféllig entnommen und
einem Zerreifiversuch unterzogen, bei dem die Belastung eines Karabiners jeweils so lange kon-
tinuierlich erhoht wurde, bis er brach. Der Bruch trat bei folgenden Werten (in [kp]) auf:

2100, 2130, 2150, 2170, 2210, 2070, 2230, 2150, 2230, 2200
(Daten aus ”Deutscher Alpenverein”, 1, Miinchen 1979, Februar).
(a) Testen Sie unter der Voraussetzung, dass die Karabiner bzgl. ihrer Bruchlast X einer
Normalverteilung geniigen, die Hypothese
Hy: o2 =1600 gegen Hy: o2 #1600,

wobei 02 die Varianz der Bruchlast in der Gesamtheit aller produzierten Karabiner des
untersuchten Typs bedeute, zum Niveau a = 0.05.

(b) Es besteht die Vermutung, dass die tatsichliche Varianz groBer als o = 1600 ist. Fiihren
Sie einen geeigneten Test durch.

(c) Fiihren Sie den Test aus (a) durch, falls Sie den Erwartungswert mit g = 2100 kp kennen.

Losung: (Induktive Statistik, S.196ff.)

(a) Situation: p unbekannt, zweiseitiger Test.

Als Teststatistik wird T(X) = % > (z; — )? verwendet. Unter der Voraussetzung,
dass Xi,..., X, unabhingig und N(u,o?)-verteilt sind, ist # S (X —X)2 X (n -
1)—verteilt.

Es sind Testschranken c1, ¢ mit Pp2 (T(X) € [c1, ¢2]) = 1—o fiir die Entscheidungsfunktion

di T(x) < ¢y oder T(x) > c2
5(1‘1, oo ,{L‘n) =
do ¢ <T(x) <cy

zu bestimmen. Mit .
Pya(T(X) < 1) = Ppa(T(X) > c2) = 5

("Equal-Tails-Test” ) erhiilt man eine Losung, die fiir grofie n nahezu iibereinstimmend
mit dem gleichméflig besten unverfilschten Test ist. Damit ist

a=x(n— 1)e und ¢z = 2 (n — Di-a.
Die Entscheidungsfunktion lautet damit:

do fiir T(z) € [x*(n—1)g,x*(n —1)1_¢]
éz) =

dq sonst
Fiir n = 10 und o = 0.05 erhilt man
X*(9)0.025 =270 und  x%(9)o.975 = 19.02,

und wegen T'(X) = 28880 = 16.65 gilt: §(z) = do, d.h. Hy kann nicht abgelehnt werden.
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(b)

Es soll tiberpriift werden, ob die Varianz gréfler als 1600 ist, d.h. es handelt sich um einen
einseitigen Test:
Hy : 0*<02=1600, H; : o> o}

Der gleichméBig beste (unverfélschte) Test lautet:
do fir > (x; — :Z‘)zﬁ <x2(n—1)1_4
0
o(z) =

dq sonst
Fiir n = 10 und o = 0.05 erhalt man
2(n—1)1—a = x*(9)0.05 = 16.92

und wegen Z(%i;iy = 16.65 < 16.92 gilt: §(x) = dp, d.h. die Nullhypothese wird nicht

0

abgelehnt.

Im Gegensatz zu (a) ist jetzt p bekannt. Die Teststatistik lautet jetzt T'(x) = > (x; — p)?
und Uig S (X — w)? ist x?(n)—verteilt. Damit ist

do fiir T(z) € [x%(n)e

2

7X2(”)1—%]
o(x) =

dy sonst
die Entscheidungsfunktion. Mit dem Wert oo = 0.05 ergibt sich:
x*(10)0.025 = 3.25 und x*(10)g.975 = 20.48

und wegen T'(z) = % = 42.25 > 20.48 gilt: 6(z) = dy, d.h. Hy wird abgelehnt.

Bemerkung: (b) mit g = 2100 kp fiithrt ebenfalls zur Ablehnung von Hy.
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Aufgabe 56

(a) In der englischsprachigen Literatur sowie bei der Verwendung von Software-Paketen wer-
den Sie im Zusammenhang mit Tests oftmals auf den so genannten ”p-value” stossen.
Erklédren Sie, was man unter diesem Begriff versteht. Geben Sie an, wie sich Ihre Vorge-
hensweise beim Testen dndert, wenn Sie iiber den p-Wert argumentieren wollen.

(b) Geben Sie bei den Aufgaben 53-55 jeweils den p-Wert an.

Losung: (Induktive Statistik, S.201ff.)

(a) Der p—Wert gibt das a—Niveau an, bei dem die Nullhyphothese fiir eine gegebene Stich-
probe gerade noch nicht abgelehnt wird (d.h. die maximale Fehlerwahrscheinlichkeit 1.
Art des Tests fiir alle Testschranken bei denen die Nullhypothese bei dem vorliegenden
Stichprobenergebnis nicht abgelehnt wird).

Bisher: Vorgabe des a-Niveaus erlaubte die Bestimmung eines Nichtablehnungsbereichs
fiir die Teststatistik.

Jetzt: Der Wert der Statistik wird in einem p-Wert umgerechnet und dieser dann mit «
verglichen:

a < p-Wert :  Nullhypothese nicht ablehnen
a > p-Wert : Nullhypothese ablehnen

(b)

zu 53: Das Niveau des Tests

do fur ingc
=1
oc(x) =

n
dy fir sz >c
i=1

nimmt ab, wenn ¢ gréfler wird. Da die Nullhypothese nicht abgelehnt werden soll,
wird die Testschranke moglichst klein gewéhlt, d.h. auf den Stichprobenwert gesetzt.
Es muss also gelten:

15120 = p-n+ovn-ui_q

= 15000 + 100v/10u;_q

120
S U = =0.3795, d.h. $(0.3795) =1 — av.
100/10

Daraus ergibt sich der p-Wert: 1 — ®(0.3795) = 0.351975. Da « = 0.05 < 0.351975,
wird Hy nicht abgelehnt.

zu 54 (a): Das Niveau des Tests

\

do fir po—d<T(x)<po+d
o(x) =

dy sonst
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zu 54 (b):

zu 55(a):

sinkt mit wachsendem d. Damit ist d moglichst klein zu wéhlen, ohne dass Hy abge-
lehnt wird. d > 0 wird also so bestimmt, dass ug — d oder pg + d mit dem Wert g
der Teststatistik bei der Stichprobe {ibereinstimmt. Der p—Wert ergibt sich dann fiir

to=p—d zu 2-P(T(X) <ty)
und fiir
to=p+d zu 2-P(T(X)>to)
Allgemein gilt beim zweiseitigen Test mit Teststatistik 7'(z):
p-Wert= 2-min{ P, (T(X) < to), Py,(T(X) > to)},
wobei tg hier der beobachtete Wert der Teststatistik ist. Mit tg = ¢ = 447000 < g
ist d = 3000 und
t _
P (T(X)<ty) = @ <0”°\/ﬁ> = ®(—1.0062)
o
= 1 ®(1.0062) = 0.158655.

t —
PyTC0 >t = 1-0 (BTHR) <1, (100 <t
= 0.841345.

Damit ist der p-Wert: 2 -0.158655 = 0.31731
Die Entscheidungsfunktion in der Aufgabe lautet

do fiir 7 < o+ —

5(z) = v

dq sonst

Der Wert der Teststatistik ist Z = 460000. Der p—Wert ist dasjenige Niveau f fiir
welches gilt

t(n — 1)1_a

*

NG
460 000 — 450 000 ,
V16 =1.905 = ¢(15);_
51000 6 = 1.905 t(15)1_5

Wg — 0.0381.

!

T = po-+

t(n — 1)1,5

(*) Dies kann beispielweise mit der Funktion TINV in Ezcel berechnet werden.

Die Entscheidungsfunktion lautet:

1
do fiir o Z(l’z —2)2 e [®(n—1)e,x*(n—1);_2]
5(x) = 0 =1
dy sonst

n
Der Wert der Teststatistik ist = > (z; — Z)% = 16.65.
90

(1) x2(n—1)s = 16.65 <% 5 =2.0.9455 = 1.891

@

(2) x3(n—1),_y £16.65 <5 5 =2-0.0545 = 0.109

(%) Dies kann beispielweise mit der Funktion CHIVERT in Ezcel berechnet werden.
Hieraus folgt: Der p—Wert ist 0.109.
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zu 55(b): Die Entscheidungsfunktion lautet:

dy fiir % Sz —2)2 < x%(n—1)1_4
(x) = vl
dy sonst

Der p—Wert ergibt sich fiir:
1 O |
pe) Z(l'z‘ —2)? = X(n—1)15
i=1

©16.65 = Yi(n—1)1_4
=8 = 00545

Der p—Wert ist also 0.0545.
zu 55(c): Analog zu 55(a) mit der x?(n)— Verteilung. Es ergibt sich ein p—Wert von 1.354-1075.
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Aufgabe 57

Im Rahmen einer medizinischen Untersuchung wird das Gewicht von 15-jdhrigen Jungen be-
stimmt. Es ergaben sich folgende 20 Werte:

49.1
56.1

55.0 449 53.8 604 51.6 53.2 41.2 583 504
06.50 478 43.6 60.5 473 59.7 552 571 545

(a) Aus medizinischer Sicht interessant ist die Frage, ob das Gewicht 15-jdhriger Jungen ap-
proximativ als normalverteilt angenommen werden kann. Uberlegen Sie sich, wie man eine
solche Vermutung testen konnte. Gehen Sie dabei insbesondere auf die Punkte

e Hypothesenwahl

e Formulierung einer Teststatistik

e Annahme- bzw. Ablehnungsbereich

ein.

(b) Testen Sie die Hypothese, dass das Gewicht 15-jahriger Jungen normalverteilt ist mit
# =50 und o = 5. Verwenden Sie dazu den Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest.

(¢) Konnte man mit Hilfe des Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstests auch iiberpriifen, ob die
Gewichtsverteilung 15-jihriger Jungen einer Normalverteilung N (50, 02) mit unbekanntem

o? entspricht?

Losung: (Wahrscheinlichkeitstheorie S.189)

(a) Die neue Situation ist hier: nicht bestimmte Parameterwerte einer gegebenen Verteilung
sind Gegenstand der Entscheidung, sondern ’die Verteilung selbst’ soll getestet werden.

Hypothesen:

Teststatistik:

Sei P die Wahrscheinlichkeitsverteilung der betrachteten Zufallsvariable
Y (hier das Gewicht eines zuféllig gewihlten 15-jihrigen Jungen). Sei

P eine Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, von der wir wissen
mochten, ob sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung P als Spezialfall enthélt
(wie also die Klasse der Normalverteilungen N (u,0?). Dann lauten die
Hypothesen: Hy: PP Hi: P ¢P

Falls wie im Teil (c) die Ubereinstimmung mit einer speziellen Verteilung
Py (dort N(50,25)) iiberpriift werden soll, vereinfachen sich die Hypothe-
sen zu (P:{P()}) H()ZP:PO H1:P7éP1.

Gemessen werden kénnte im einfacheren zweiten Testproblem ein ’Abstand’
zwischen der Verteilung Py und einer mit Hilfe der Beobachtungen
ermittelten Verteilung. Eine Moglichkeit: Vergleich von empirischer und
theoretischer Verteilungsfunktion, entweder an bestimmten Stellen oder
iiber den ganzen Definitionsbereich der Funktionen, also iiber ganz IR.

Bei dem schwierigen ersten Testproblem kénnte zunéchst mit den Daten
eine spezielle Verteilung PinP geschitzt werden (z.B. durch Schitzen

von g und o2 bei der Klasse der Normalverteilungen) und dann ein

” Abstand” von P und einer aus den Daten ermittelten Verteilung berechnet
werden. Auch hier kénnten die empirische Verteilungsfunktion und die
Verteilungsfunktion der geschétzten Verteilung herangezogen werden.
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Annahme-/Ablehnungs- Ein geringer Abstand der beiden Verteilungen wird Hy stiitzen,
bereich wihrend grofle Abweichungen eher gegen Hj sprechen.
Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest

Voraussetzung: Py hat eine stetige Verteilungsfunktion Fy(x).

Hypothesen: Hy:P=P H :P#PF

Stichprobe: X1,..., X, unabhéngig identisch verteilt mit Wahrscheinlichkeits-
verteilung
P(i=1,...,n)

Vorgehen: Es wird der maximale Abstand der empirischen Verteilungsfunktion

F,,(z) zur theoretischen Verteilungsfunktion Fy(x) bestimmt.
Uberschreitet dieser eine gewisse Grenze, so wird die Nullhypothese
abgelehnt.

Teststatistik ist somit die Supremums-Distanz

d(Fo, Fr) = sup [Fo(a) — Fp (o)
acR

kritischer Bereich: {x = (x1,...,2,)|z = d(Fo, F,,) > 20}
Die kritische Grenze zy beim Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest ist
in Abhéngigkeit vom Niveau fiir n < 40 tabelliert.

(b) Py = N(50,25) :

0 fir z<41.2
0.05 fiir 41.2 < x < 43.6

0.1 fiir 43.6 <x < 44.9
empirische Verteilungsfunktion F,(x) =

0.95 fiir 60.4 <x <605

1 fir x> 60.5

Fy(x) ist die Verteilungsfunktion der Normalverteilung N (50,25). Fy(x) ist nicht analy-
tisch darstellbar. Es geniigt jedoch, nur die Werte von Fp(z) an den Sprungstellen der
empirischen Verteilungsfunktion. F),(z) zu betrachten.

z=d (Fo(a), F(a)) = 2161]% |Fo(a) — F ()] = 0.3389 (bei o = 53.2)
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Testschranke zum Niveau 0.05 ist nach Tabelle (zweiseitiger Test): 0.294. Damit ist Hp

abzulehnen.

Theoretische und empirische Verteilungsfunktion

0.9r
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0.6

F(X)
=}
3

0.4

0.3

0.2

0.1r

Abbildung 13: Schaubild der Verteilungsfunktionen
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Anmerkung: Die senkrechten Striche bei der empirischen Verteilungsfunktion sollten weg-

gedacht werden.

c) Die Hypthese, dass die Gewichtsverteilung einer Normalverteilung entspricht lasst sich mit
Hilfe des Kolmogorov-Smirnov-Anpassungstest iiber einen Umweg iiberpriifen. Es ist be-

kannt, dass wenn X7, ..

ist, dann gilt:

X; — 50

S*

d.h. man testet die Hypothesen:

X —50

Hy :

~t(n—1) gegen Hj :
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~tin—1)

., X, eine einfache Stichprobe zur Zufallsvariablen X ~ N (50, 0?)



