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Gegeben: Zufallsvariable Y, deren Verteilung von einem
Parameter v € ' C R abhangt.

Gesucht: Schatzbereich fiir v aus einer einfachen Stichprobe
mit Zuriicklegen zu Y.

Sinnvolle Schatzbereiche: Intervalle

Damit:
Aktionenraum=Menge der nichtleeren Intervalle in R
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Ein Intervall [y1,72] in R ist festgelegt durch die
Intervallgrenzen 1 und v mit y1 < 5.

Bemerkung: Anstelle von abgeschlossenen Intervallen
kdnnen auch offene oder halboffene Intervalle betrachtet
werden. Als Intervallgrenzen kénnen auch —oo und +o00
zugelassen werden.

Der Aktionenraum kann damit auch durch

Ir = {(71,72) € R*|n < 12}

beschrieben werden. (y1,72) Paar von Intervallgrenzen
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Intervallschiatzfunktion: 6 : X —Ir

§(x1,x2,...,xp) € R2  Paar der Intervallgrenzen
S(x1, %2,y xn) = (01(x1, X2, . .+, Xn), 02(X1, X2, - . ., Xn))
d1(x1,%2,...,xn) Intervalluntergrenze
d2(x1,x2,...,xn) Intervallobergrenze

mit 61(X1,X2, . . ,X,,) < 52(X1,X2, ce 7X,,).
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Beurteilung von Intervallschatzfunktionen mit Hilfe von
Schadensfunktionen:

Der Schaden bei einem Schitzintervall [y1,72] und dem
wahren Parameter ~ sollte beriicksichtigen,

@ ob der Schatzbereich “trifft", d.h. v € [y1,72] ist,
@ ob die Aussage “prazise‘“ist, d.h. wie schmal das Intervall
ist, also die Intervallbreite vo — ~1.
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Mogliche Ansatze fiir Schadensfunktionen:

a. Konstante Schadensfunktion

So V>
S(h,v2l,v)=si(r2—m)+4 0 €]
Su Y < 71

So Schaden, falls der wahre Parameterwert oberhalb des
Schitzintervalls (Unterschétzung)

sy Schaden, falls der wahre Parameterwert unterhalb des
Schétzintervalls (Uberschéitzung)
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b. Lineare Schadensfunktion:

So(7—72) 7>
S([v1,72l,7) = si(v2 =) + 0 v € [71,72]
suvi—=7) v<m

So Schaden pro Einheit bei Unterschitzung

sy Schaden pro Einheit bei Uberschiitzung
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c. quadratische Schadensfunktion:
oy —=m)* 7>

S([v1,72l,7) = si(v2 =) + 0 v € [71,72]
su(in1—7)% v<m
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Im folgenden betrachten wir die konstante Schadensfunktion.

Der erwartete Schaden wird durch die Risikofunktion
angegeben.

d(X) = (01(X), 02(X)) Intervallschitzfunktion
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Risikofunktion bei konstanter Schadensfunktion:

R(,7) = E[5([0:(X), 52(X)], 7)]
= Ey[si(2(X) = 01(X))] + B [S2([61(X), 82(X)], )]
= ( 7(02(X)) = E5(01(X))) + 50 P (52(X) <)
0- Py (01(X) < < 62(X)) + suPy(61(X) > )
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Neben der erwarteten Intervallbreite
E,(92(X)) = B, (61(X))
gehen die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler
52(X) <~
und
v < 61(X)

ein.
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Die Konstellation der Koeffizienten s;, s, und s,
beriicksichtigt die (unterschiedliche) Wichtigkeit der
Zielsetzungen:

e Prazision (ausgedriickt durch die erwartete
Intervallbreite)

@ geringe Wahrscheinlichkeit einer Unterschatzung

@ geringe Wahrscheinlichkeit einer Uberschitzung
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Ansatz ohne Festlegung der Koeffizienten s;, s, und s,:

1. Lege eine obere Schranke « fiir die Wahrscheinlichkeit fiir
einen Fehler fest.
Forderung:

Py(y < 01(X)) + Py(02(X) <) <

2. Minimiere erwartete Intervallbreite unter Einhaltung von 1.
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Definition: Konfidenzintervallschitzung
Eine Intervallschdtzfunktion [d1, d2] heiBt
Konfidenzintervallschdtzung, wenn

Py (v € [01(X),02(X)]) =1 — « fiir alle v € T gilt.

1 — « heiBt Konfidenzniveau
(Vertrauenswahrscheinlichkeit),

die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler betragt «
(Irrtumswahrscheinlichkeit).
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Bei einer symmetrischen Verteilung bewirkt die Minimierung
der erwarteten Intervallbreite, dass die
Irrtumswahrscheinlichkeit zu gleichen Teilen auf die beiden
Fehler aufgeteilt wird, wie man sich an der Abbildung klar
machen kann. In diesem Fall spricht man von einer

symmetrischen Konfidenzintervallschiatzung.

Je kleiner die Intervallbreite bei gegebener
Fehlerwahrscheinlichkeit, desto niitzlicher die Schitzung.
Dies wird im folgenden verdeutlicht.
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1.Dichtefunktion von X
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2.Schéatzintervall [x — d, X + d]
Dichtefunktion von X — d
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2.Schéatzintervall [x — d, X + d]
Dichtefunktion von X — d und X + d

y-8 Y y+8
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91(x) = X — d und d2(x) = X + d gehdren zusammen
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3.Was kann falsch laufen?
a) v < 41(x)

Wahrscheinlichkeit dafiir: anhand Dichtefunktion von
91(X)
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b) d2(x) <
Wahrscheinlichkeit dafiir: anhand Dichtefunktion von
52(X)
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Fehlerwahrscheinlichkeit insgesamt
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4. Schiatzintervall nicht symmetrisch um X bei gleicher Breite
2d z.B nach rechts verschoben [x — d 4+ ¢,X + d + €],e > 0.
= VergroBerung der Wahrscheinlichkeit von v < d1(X)

L L
y-3+e v y+e
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4. Schiatzintervall nicht symmetrisch um X bei gleicher Breite
2d z.B nach rechts verschoben [Xx —d +¢,Xx + d +¢],e > 0
= Verkleinerung der Wahrscheinlichkeit von d2(X) <
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4. Schatzintervall nicht symmetrisch um X bei gleicher Breite
2d z.B nach rechts verschoben [x —d +¢,Xx+d +¢],e >0
VergroBerung > Verkleinerung

= Fehlerwahrscheinlichkeit insgesamt groBer
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Bemerkungen: 1. Das Gleichheitszeichen in
Py(y € [01(X),02(X)]) =1—afiralleyel

soll bewirken, dass das Intervall schmal bleibt, da die
Schranke « fiir den Fehler exakt eingehalten wird.

Implizit bedeutet dies aber, dass P, (y € [01(X), 62(X)])
unabhdngig von 7 ist.
Dies ist haufig nicht zu erreichen. Deshalb fordert man

Py(v € [01(X),02(X)]) > 1 —afiiralley €T

mit dem Gleichheitszeichen fiir mindestens ein ~.
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2. Die Formulierung “die Wahrscheinlichkeit, dass v im Intervall
liegt, betrage mindestens 1 — a“ sollte man vermeiden, da sie
wegen der Ahnlichkeit mit der Bezeichnung bei Zufallsvariablen
zu der Fehlerinterpretation fiihren konnte, dass v die Zufallsvaria-
ble ist. Zufallig ist aber das Schatzintervall, wihrend ~ eine feste
GroBe ist.
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Problem bei der Konfidenzintervallschdtzung:
Die Wahrscheinlichkeit
Py(y € [01(X), 52(X)])

bei der v als Parameter der Verteilung und bei der
Formulierung des Ereignisses vorkommt, ist ohne Kenntnis
von vy zu berechnen bzw. abzuschatzen.

In Spezialfallen wie der Normalverteilung ist dies aber
moglich.
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Beispiel: Normalverteilung

Y N(u,0?)-verteilt mit bekannter Varianz o2

Es ist ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir den Mittelwert mit

einer Stichprobe mit Zuriicklegen vom Umfang n zu schitzen.

Eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir den Erwartungswert
W ist

_ n
X = 1% X; mit den Realisationen
i=1

ﬂ:)_(:

S

n
Z Xj.
i=1
Die zugehorige Zufallsvariable ist N(p, %02)—vertei|t.
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Daher ist

p—y Xn:Xi
fistand (X) = ————
Hstan ( ) =
standardnormalverteilt und damit unbhingig von 1 und o2.
Damit gilt
P(—Ul,% < ﬂstand(X) < Ulf%) =1-aq,

wobei ;g das (1 — 5)-Quantil der
Standardnormalverteilung ist: ®(u_g2) =1- 3
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Daraus ergibt sich:
P X s <= 13 X+ T
1-¢ Sp < n \f
und das (1 — «)-Konfidenzintervall
1 n
£ DP AT ) yE R
i=1

Das (1 — a)-Konfidenzintervall ist ein Zufallsintervall, daher
muss zweimal x; durch X; ersetzt werden.

_a)=1-«

N\D
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Beispiel: ¢ = 0,02 bekannt

Zu den Messwerten

10.00, 10.01, 10.07, 10.05, 10.02, 9.99, 9.96, 10.02, 10.04,
10.08

und der Vertauenswahrscheinlichkeit 0.95 ist

mit Up—a = Uo.g75 = 1.96
und einer Standardabweichung von 0.02

[10.024 — 2921 96,10.024 + 2921.96] = [10.012, 10.036]

V10 V10
eine Realisation des 95%-Konfidenzintervall [X + ?/‘—%1.96].
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Bei einer anderen Verteilung der Irrtumswahrscheinlichkeit «
auf die beiden Seiten erhalten wir ein breiteres Intervall:
Fordern wir beispielsweise

P(u < 61(X)) = 2a und P(u> 5,(X)) = 2a

so gilt

und das Intervall
n

[ ZX u14,,17'Z:1X,-+\%u1_33]
1=

hat die Uberdeckungswahrscheinlichkeit o.
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Fiir o = 0.05 ist

Ul_BTa = Up.9625 = 1.78 und
U% = —Ul_% — —Up.o875 — —2.24

und die Intervallbreite ist mit
@4.02% gegeniiber @3.92%
groBer als bei symmetrischer Aufteilung.

® KI nicht symmetrisch
@ Kl symmetrisch
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Ist o2 nicht bekannt, so kdnnen wir einen Schitze fiir o2
bzw. o verwenden, also z.B. die korrigierte
Stichprobenstandardabweichung

S (X) = [ -1 _f;l(x,- _ R

Diese Schatzfunktion ist nicht erwartungstreu fiir o, was im
Moment nicht erforderlich ist. Damit ist jetzt

R N_%éxi
fe(X) = —s—

vn

nicht mehr standardnormalverteilt, hat aber den
Erwartungswert 0, falls n > 3, und die Varianz Z:; falls
n>4.
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Die Verteilung dieser Zufallsvariaben heiBt t-Verteilung
und ihre Quantile sind tabelliert.
Mit den Quantilen
t(n—1)1—¢ und t(n—1)a =—t(n—1)_2
gilt
P(~t(n— 1)1 s < fi(X) S t(n—1); s)=1—a
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Das (1 — a)-Konfidenzintervall ist damit

n S*(X n
X D t(n—1)1-q,%
1= 1=

(NI
[N]})

S ey
1X, + 75 t(n—1);_ ]l
Das (1 — a)-Konfidenzintervall ist ein Zufallsintervall, daher
muss zweimal x; durch X; und zweimal $*(x) durch S*(X)
ersetzt werden. Im Zahlenbeispiel erhalten wir mit
S5*(X) = 0.0369, fir « = 0.05

t(n — 1)1_% = t(9)0_975 = 2.2622

und damit als Realisation des 95%-Konfidenzintervall
[9.998,10.050], also ein geringfiigig groBeres Intervall (vgl.:
[10,012; 10,036]), da sozusagen die Unsicherheit bei der
Varianz beriicksichtigt wird.
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Alligemeine Vorgehensweise

Y Zufallsvariable mit unbekanntem Parameter ~
X Stichprobenvektor zu Y

A(X) (erwartungstreue) Schatzfunktion fiir

E,((X)) = () Funktion von ~y
(u(y) = 7, falls 4(X) erwartungstreu)

Vary(5(X)) = 02(y) Funktion von ~
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Im Beispiel der Normalverteilung:
A(x) = X, also u(§) =~
Var, (5(X)) = U—; also 0?(y) = "—: konstant beziiglich v = p
Dann ist
A —3(X
fYStand.(X) - %

eine Zufallsvariable mit Erwartungswert O und Varianz 1.

“Wenn man Gliick hat” (s. Hartung(1993), S.130), ist die
Verteilung dieser Zufallsvariable unabhagig von v und
bekannt.
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Sei F die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen und
ta das 5-Quantil, d.h. F(ta) =3
t;—a das (1 — 5)-Quantil, d.h. F(t;-2)

so gilt
l—a= F(tl_%) — F(tg)

= 'D(to‘ < VStand(X) < tl_%)
_ M)A <y,
= P(te < <t_g)
Die Ungleichung in der Klammer muss jetzt noch in eine

Ungleichung fiir v umgeformt werden.
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Beispiel: Bernoulli-Verteilung

Gesucht: Konfidenzintervall fiir den Parameter p einer
Bernoulli-Verteilung P(Y =1) = B
p=x=A4(x). u(p) = Ex(3(X)) = E(X) =
Var, (3(X)) = Vary(X) = 2R — 52(4)

Damit lautet die Ungleichung

a < <
t? - /p(l p) t—

=3
5

die in zwei Unglelchungen fir p umgeformt werden kann.

Kapitel VII - Intervallschitzungen]]

41



Falls der Erwartungswert zu schatzen ist, kann auf der
Grundlage des Zentralen Grenzwertsatzes eine
Naherungslosung bestimmt werden:

n hinreichend groB, dann

n
1 . . .
+ > Xi naherungsweise normalverteilt
i=1

mit u = E(Y),02 = L Var(Y)

Dementsprechend liefert das Konfidenzintervall fiir den
Mittelwert der Normalverteilung eine Ndherungslosung des
Konfidenzintervalls fiir den Erwartungswert von Y.
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Die Giite der Approximation hdngt von der Verteilung von Y
ab.

Beispiel: Bernoulli-Verteilung

Y Bernoulli-verteilt mit Parameter p: P(Y =1)=p

X = (X1, X2,...,Xy) Stichprobenvektor m.Z. zu Y
(x1,x2,...,xn) Stichprobenergebnis;

a=x1+x+ ...+ x, suffiziente und vollstandige Statistik,

A= X1+ Xo + ...+ X, binomialverteilt mit Parameter p.
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Zahlenbeispiel: n = 1000,a = 19
1. Approximation durch die Normalverteilung

p—1 Zn: Xi
fistand(X) = ———— mit
NG

p=E(Y)=p,und o =/Var(Y) = /p(1 - p)

ist ndherungsweise standardnormalverteilt.
a) Ersetzen der Standardabweichung durch Schatzwert
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Die Standardabweichung von Y kann durch die korrigierte
Stichprobenstandardabweichung oder durch Einsetzen eines
Schéatzwerts fiir p geschitzt werden:

6 =+yx(1-%) = 0.1365
kein wesentlicher Unterschied

0.1366
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(1 — a)-Konfidenzintervall:

[ ZX O'(X _77nZX+O—\(/)£) %]

95%-Konfidenzintervall fiir p: v/n = /1000 = 31.623

[0.019 — 31.62371-0.1365 - 1.96,0.019 + 31.62371 - 0.1365 -
1.96] = [0.011, 0.027].

Das (1 — a)-Konfidenzintervall ist ein Zufallsintervall, daher
muss zweimal x; durch X; und zweimal & durch 6(X) ersetzt
werden.
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b) besser: unter Verwendung von Var(X)
o X
p(1—p)

n

_ p(1-p)

ist ndherungsweise standardnormalverteilt

Daraus ergibt sich mit den Quantilen der
Standardnormalverteilung:

p—X

p(1—p)

—U_a < < up-

NR
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Umformen in eine Gleichung der Form
01(a) < p < d2(a) mit a = nx ergibt

2a+ ui% tug \/ui% +4a(l1 - 2)

61(a), d2(a) = 2(n+u? o)

Mit a = 19, n = 1000 erhalten wir das realisierte
95%-Konfidenzintervall

[0.012,0.029].
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2. Exakte Konfidenzintervallschitzung
Gesucht: Funktionen d1, d» mit

Pp(61(A) < p <d2(A)) > 1 -«

bzw. P,(62(A) < p) < § und Py(p <61(A)) < 5

Verteilung von A: Binomialverteilung B(n, p)

p

Lnc(p) == Pp(A<c) = kZ_:O (Rp (1 -
Damit erhalt man: (Herleitung, Buch S.108)
d1(a) = L, 1(1 = §) und &2(a) = L, }(
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01(a) = L, ;-1 (1 = §) und dx(a) = L, }(5)

Diese Werte konnen mit Hilfe der F-Verteilung bestimmt
werden.

Es gilt:

Ln,C(p) =1- F2(c+1),2(n—c) <Z;§ﬁ>

= F2(n c), 2(c+1)( 1T)
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Mit etwas Rechnung folgt daraus:

(¢ +DF5c1) 200l —a)
n—c+(c+1)Fci1)2n—c)(l — @)
c+1
c+1+(n— C)F2_(r11—c),2(c+1)(a)

Loc(p)=aep =

Wobei fiir o« < 0.5 die obere und fiir o« > 0.5 die untere
Formel Verwendung findet, da die meisten Tabellen die
a-Quantile der F-Verteilung nur fiir & > 0.5 enthalten.
Bei unseren Zahlenwerten ergibt sich

_ 19 _
01(a) = 19+982F 50, 35(0.975) 0.012

20F ;5% 06,(0.975)
62(a) = g ioise:
981+20F,;5,(0.975)

=0.029
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Konfidenzintervallschatzung fiir die Varianz:
Varianz von Y=Erwartungswert von (Y — E(Y))?

Damit:
Setze Z = (Y — E(Y))? und bestimme
ein Konfidenzintervall fiir E(Z)
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Speziell: Normalverteilung

a) u bekannt
n
>~ (x; — p)? ist suffizient und vollstandig fiir o2
i=1

> (Xi—p)?
= ist x?(n)-verteilt

[
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Damit ist
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(1 — a)-Kofidenzintervall:

éﬁl(X; — p)? éﬁl(X; — p)?

X2(mi-e 7 X(n)g

Das (1 — a)-Konfidenzintervall ist ein Zufallsintervall, daher
muss zweimal x; durch X; ersetzt werden.
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b) u unbekannt

n
5¥(x) = L Zl(x,- — X)? ist erwartungstreue
=

Schatzfunktion

fir o2

2
W ist x2(n — 1)-verteilt
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Damit lautet das (1 — «)-Konfidenzintervall:

SXG-X2 DX - X)
=1 =1
C(—Dis ' x(n-1D)s

Das (1 — a)-Konfidenzintervall ist ein Zufallsintervall, daher
muss zweimal x; durch X; und zweimal X durch X ersetzt
werden.
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