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In komplexen Schiatzsituationen ist eine GBE-Schatzfunktion
nicht immer zu bestimmen.

Daher betrachten wir noch ein weiteres Schatzprinzip,
das intuitiver ist.

Ausgangssituation:

Gegeben seien Beobachtungswerte x1, xo, . . ., X, einer
Stichprobe

(nicht notwendig mit Zuriicklegen).

X = (X1, X2, ..., Xy) sei der zugehdrige Zufallsvektor
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X diskret:

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X hdngt vom zu
schdtzenden Parameter ab:

P,(X = x) Wabhrscheinlichkeit fiir die Beobachtung
x = (x1,X2,...,%,) beim Parameter

Idee: Waihle den Parameterwert als Schatzwert, bei dem die
Beobachtung am plausibelsten ist.

— Maximume-Likelihood-Prinzip:

Maximiere P (X = x) iibery €T
Schatzwert y=Maximalstelle ~*
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Beispiel: Poissonverteilung
Bei einer einfachen Stichprobe mit Zuriicklegen ist

n AX" A
P\(X =x) = HX_Ie—
i=1 7"
— )\i:ZlXie_n)‘ 1

x11x0! ... xp!

zu maximieren tiber A. = Notwendige Bedingung:

n
i

PIRY 0 S xi— > X i
di)\()\f:l e ™) = ZX,-)\le e A= pem™ = AFL e
i=1
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Daraus folgt fiir die Maximalstelle A* (sofern es eine gibt):

1 n
)\*:niz;x;

(A" ist Maximalstelle, da die zweite Ableitung an dieser Stelle

negativ ist.)

Maximum-Likelihood-Schatzwert: Ay = 1 3" x;
i=1
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X stetig:
Die Dichtefunktion von X hidngt vom zu schitzenden
Parameter ab:
fx ~(x
Dichtefunktion von X an der Stelle x = (x1,x2,...,%n) beim
Parameter ~
Idee:

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen schmalen Bereich um x entspricht
dem Wert der Dichtefunktion an der Stelle x, wird also maximal,
wenn die Dichtefunktion ihren Maximalwert hat. Also wahle den
Parameterwert ~y als Schatzwert, bei dem die Dichtefunktion ihr
Maximum hat.

— Maximum-Likelihood-Prinzip:

Maximiere fx (x) ibery €T
Schatzwert Y=Maximalstelle v*
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Beispiel: Exponentialverteilung
Dichtefunktion einer einfachen Stichprobe mit Zuriicklegen

0 x; < 0 fiir ein /
fxa(xt,...,xn) = A x

ATe =t x;>0ftir i=1,...,n
Seix; >0firi=1,...,n
Durch Logarithmieren der Dichtefunktion dndert sich die
Maximalstelle nicht:

n

Infea(x) =n-In X+ (=1 x)
i=1
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Damit ist
d n :
i (nfxa(x) = - i;x,-.

Die zweite Ableitung ist negativ, Maximalstelle ist also

n

AML =
> X

i=1
Maximum-Likelihood-Schatzwert ist also der Kehrwert des

arithmetischen Mittels.
Dieses Schatzverfahren ist jedoch nicht erwartungstreu!
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Allgemeine Vorgehensweise beim
Maximum-Likelihood-Schatzverfahren

Sei X eine Stichprobe zur Zufallsvariable Y mit
parametrischer Verteilungsannahme mit Parameterraum I
und X der Stichprobenraum zu X.

1. Zu einem Stichprobenergebnis x € X und v € T sei

() = Py(X = x) falls Y und damit X diskret
)= fx ~(x) falls Y und damit X stetig

Ly (y) heiBt Likelihood-Funktion zu x € X.
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Allgemeine Vorgehensweise beim
Maximum-Likelihood-Schatzverfahren

2. Die Maximalstelle der Likelihood-Funktion zu x € X, d.h.

Ame mit L(Ame) = max Ly(7)
yel

heiBt Maximum-Likelihood-Schatzwert (kurz:
ML-Schatzwert) zum Stichprobenergebnis x € X.
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Allgemeine Vorgehensweise beim
Maximum-Likelihood-Schatzverfahren

Zur Bestimmung der Maximalstelle wird die Likelihood-
Funktion h3ufig logarithmiert. Die notwendige Bedingung fiir
die Maximalstelle lautet dann:

9 (1n(Le(7))) = 0

dvy
Diese Gleichung wird als ML-Gleichung bezeichnet. (Hat
v = (71,-..,7) mehrere Komponenten (vgl.
Normalverteilung und Gammaverteilung), so sind die
partiellen Ableitungen gleich Null zu setzen und wir erhalten
mehrere ML-Gleichungen.)
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Allgemeine Vorgehensweise beim
Maximum-Likelihood-Schatzverfahren

3. Die Schéatzfunktion dp (X) mit
Omi(x) = Fmav, also L(dmr (x)) = max Li(7)

heiBt Maximum-Likelihood-Schatzfunktion fiir v € T
(kurz: ML-Schéatzfunktion)
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Beispiel: Normalverteilung
Bei einer einfachen Stichprobe mit Zuriicklegen ist:

n (x/»—,u)2 _% Zn:(X:—M)2
2y 1 o7 202 — 1 o 207 =
o L(u,o )—il;[lm e 252 ——n-€ 1
n
o In(v27" Le(p,0%)) = —ﬂlnaz—ﬁ_zl(xl-—u)z
=
Do — L S (x — )2) = L 3o
° gi(=3Ino” =55 > (xi—1)7) = 5,2 - 2(xi — p)

n
Nullsetzen ergibt 7i = 1 " x; = X
i=1

Fiir die Maximalstelle gilt: u* =X (%)
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Nullsetzen und Einsetzen von p* =
n

ergibt 02 = 1 3™ (x; — x)?
i=1

(nicht erwartungstreu)
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