\‘(IT Institut fiir Volkswirtschaftslehre (ECON)
A Lehrstuhl fiir Okonometrie und Statistik

Karlsruher Institut fir Technologie

Kapitel V - Erwartungstreue Schatzfunktionen
Induktive Statistik

Prof. Dr. W.-D. Heller
Hartwig Senska
Carlo Siebenschuh



Aufgabe: Angabe eines Schitzwertes fiir den Parameter einer
Verteilung auf der Grundlage einer einfachen Stichprobe
mit Zuriicklegen.

Gesucht: “Optimale” Entscheidungsfunktion § : X —I
d(x1, X2, ..., Xn) Schatzwert beim Stichprobenergebnis
(x1,...,%n) bzw. bei Verwendung einer (suffizienten
und vollstindigen) Stichprobenfunktion 7 : X — &7
§T X7 =T
§T(T(x)) Schatzwert beim Auswertungsergebnis T(x)

Zur Frage der Optimalitdt wird ein Beurteilungskriterium
bendtigt.

Entscheidungsfunktionen bei Parameterpunktschitzungen
werden als Schatzfunktionen bezeichnet.
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Beispiele fiir sinnvolle Schatzfunktionen:

1. Bernoulliverteilung mit Parameter p € [0, 1]

Stichprobenraum ist X = {0,1}"
Wegen p = P(Y = 1) ist die relative Haufigkeit des Wertes 1 ein

sinnvoller Ansatz fur eine Schatzfunktion

Xi

It

X1y s Xn) = =
>~ x; Anzahl der Stichprobeneinheiten mit Wert 1

Kapitel V - Erwartungstreue Schatzfunktionenf]



2. Binomialverteilung B(m, p) mit Parameter p € [0, 1]
Stichprobenraum ist X = {0,1,..., m}"
Gesetz der groBen Zahlen:
arithmetisches Mittel ~ Erwartungswert mp

Ansatz:

mp~ — X; = X
i=1
Schatzfunktion:
1 1<
0(X1y vy Xp) = — = X;
m n <
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3. Exponentialverteilung mit Parameter A > O:
Stichprobenraum ist X =R’ , = {(x1,...,x,)|x; > 0}
Gesetz der groBen Zahlen:

arithmetisches Mittel ~ Erwartungswert

Ansatz:
1
X~ 3
Schatzfunktion:
(X1, Xn) = i = nn
% Z Xj Z Xj
i=1 i=1
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4. Normalverteilung:
a) Parameter
Gesetz der groBen Zahlen:
arithmetisches Mittel &~ Erwartungswert
Schatzfunktion:

n
(X1, yXn) = % > X
i=1
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4. Normalverteilung:
b)Parameter o2, 1 bekannt
Varianz = E[(Y — E(Y))?]
~ arithmetisches Mittel
der quadratischen Abweichungen vom Erwartungswert
Schatzfunktion:
n

5(X17 cee 7Xn) = % Z:l(xi - :u)2
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4. Normalverteilung:
c)Parameter 02, ;1 unbekannt
Ersetzen von p durch den Schatzwert X ergibt die
Schéatzfunktion:
n
6(X17 s 7Xn) = % Z(Xf - )_()2

i=1
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Bemerkung:

Bei den Beispielen 4. a) und c) wurde nicht der Parameter
selbst geschatzt, sondern eine aus dem Parameter ermittelte
GroBe.

Erlauterung:

Bei 4. ist bei unbekanntem 1z und o der Parameterraum
M={(n,0%) | neRr, o>>0}
Geschatzt wird jeweils nur eine der Komponenten, also ein
Funktionswert:
bei a) O(u,02) = p bei c) O(u,0?) = o2
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Weiteres Beispiel dazu:

Exponentialverteilte Lebensdauer

Zu schitzen sei nicht der Parameter )\, sondern die

“mittlere Lebensdauer”

E(Y)=31=0()\

Dies kann meist auf das Schitzen eines Parameters zuriickgefiihrt
werden, indem man die Verteilung auf den Parameter A1
umparametrisiert.

o= % Dichtefunktion

0 x <0

f =
(X) %e_éx x>0

Kapitel V - Erwartungstreue Schatzfunktionenf] 10



Sind die Schatzfunktionen in den Beispielen wirklich gut?
Benotigt:  Beurteilungskriterium fiir Schatzfunktionen
Das Ergebnis der Schitzung (Entscheidung) hangt ab von

@ dem Schitzwert ¥

@ dem wahren Parameter ~

S(%,v) “Schaden" beim Schatzwert 4
und wahrem Parameter ~
Funktion mit den Argumenten 4 und ~

S wird als Schadensfunktion bezeichnet.
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Wie kann eine Schadensfunktion aussehen?

Ein Parameter vy aus T C R
Wesentlich ist die Abweichung

des Schatzwerts vom wahren Wert.

Die genaue Gestaltung der Schadensfunktion hangt von der
Anwendungssituation ab.
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Beispiele fiir Schadensfunktionen:
1. Toleranzkriterium: d “Toleranz”

0, H—~l<d "4 ist ein “guter" Schatzwert"
S(H,7) = 1, A—~|>d  “4 istein “schlechter" Schitzwert"

2. Quadratische Schadensfunktion (Taguchi):
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Verallgemeinerung fiir mehrere Parameter:

Parameter v = (v1,...,7%); Schatzwert 4 = (71,...,7%)

1. Toleranzkriterium: d; Toleranz fiir Komponente i

~ oy 0 Fiil <difuri=1,2,... k
20 = { 1, |fi—vil > dj fiirein i € {1,...,k}

2. Quadratische Schadensfunktion:
k

S(H.7) = X (i — %)

i=1
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Das Schatzen mehrerer Parameter kann nacheinander, separat
voneinander erfolgen, indem die jeweils {ibrigen als fest
betrachtet werden.

Im Folgenden: ein Parameter, also ' C R
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Beurteilung einer Schatzfunktion mit einer Schadensfunktion:

6 : X — I Schatzfunktion
d(x1, ..., xn) Schatzwert beim Stichprobenergebnis

(X1y .-y Xn)

(X1,...,Xpn) zuféllig = 6(Xq,...,X,) zuféllig
Konsequenz:

S(0(Xq,. .., Xn),7) ist zuféllig.
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Bei der Beurteilung einer Schatzfunktion ist diese Zufalligkeit
zu beriicksichtigen.

Damit: Beurteilung der Schiatzfunktion § durch Analyse
der Zufallsvariable S(0(Xi,...,X,),7)
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Beispiel

Lineare Schatzfunktion fir den Mittelwert einer
Normalverteilung

(x1,x2, ..., Xn) Stichprobenergebnis
d(x1,X2,...,Xp) = a0+ aix1 + ... + apx, ist eine lineare
Funktion

Ist diese Funktion als Schatzfunktion fir den Mittelwert
geeignet

und wie sind gegebenenfalls die Koeffizienten ag, a1, ..., a,
zu wahlen?
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X; N(u,0?)-verteilt = a;X; N(aju, 3,202)—verteilt
n ~

= a0+ y,aXi  N(ii,o?)-verteilt
i=1

n ~ n
mit fi = ag + > aip, 02 =Y a?c?
i=1 i=1

Verteilung von S(0(X1,...,Xn),7) ergibt sich aus der
Schadensfunktion S.
Toleranzkriterium: Werte der Schadensfunktion sind 0 und 1

P(S(3(X), u) = 0) =7
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P(S(6(X),n) =0) = P(|6(X) — ul < d)
= P(p—d<o(X)<p+d)

= Fﬁ7a~2(/‘+ d) - F@JZ(N - d)

Zielsetzung: Maximierung dieser Wahrscheinlichkeit
Dies wird erreicht durch:

fi = p und o2 minimal (siehe Graphik fiir Begriindung)
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-05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5

" Dichte fiir t = g und o2 min”
" Zusitzlich: Dichte fiir & < g und o min.

" Zusitzlich: Dichte fiir & > g und 02 min.”
" Zusitzlich: Dichte fiir i = p und 02 > min.”

Kapitel V - Erwartungstreue Schatzfunktionenf] 21



n
o= 30+ZaiM=M
i=1

Zwei Losungen (Dies sind nicht die einzigen Losungen. Jede
Linearkombination dieser Lésungen ist ebenfalls eine Lésung):

l.ag=p,a1=...=a,=0,
2.a0=0,a1+...4+a,=1.

Losung 1 kommt nicht in Frage, da v unbekannt ist.
Losung 2:

n n
Z a;X; ist N(u, o2)-verteilt mit 02 = Z a?o?
i=1 i=1
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Aufgabe:
. . . n 2 n
Minimiere )" a7 unter > a; =1
i=1 i=1
LGsung:
31232:...23,7:%
Das Stichprobenmittel ist die " beste lineare Schatzfunktion

beziiglich des Toleranzkriterium”.

Ubungsaufgabe: Analyse der linearen Schatzfunktionen bzgl. der
quadratischen Schadensfunktion.
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Analyse der Zufallsvariable S(6(X1, X2, ..., Xn),7)

< an Hand der Wahrscheinlichkeitsverteilung (s.Beispiel)
— oder mit KenngrdBen

e Erwartungswert: E,[S(5(X1, X2,. .., Xn),7)]
e Varianz:  Var,[S(6(X1, X2, ..., Xn),7)]
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Der Erwartungswert E,[S(6(X), )] zu gegebener
Schadensfunktion hangt ab von:

@ dem Parameter

@ der Wahrscheinlichkeitsverteilung von X, die aber auch
mit y variiert
@ der Schatzfunktion §
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Definition:

R(0,7) = E,[S(6(X),~)] heiBt Risikofunktion zur
Schadensfunktion S,

oder -ausfiihrlicher- erwarteter Schaden bei Verwendung
der Schatzfunktion § und dem wahren Parameter ~.
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Beispiele:

1. Schadensfunktion Toleranzkriterium
EL[S(6(X),7)] = 1Py(|6(X) — | > d) + 0P, (|6(X) —~| < d)
Wahrscheinlichkeit fiir einen Schatzwert auBerhalb der Toleranz.
2. Quadratische Schadensfunktion
E[S(5(X), 1)1 = E[(5(X) —7)?]
Mittlerer quadratischer Fehler(MQF),
Mean Square Error(MSE)
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Fiir den MQF gilt:

E5[(6(X) —)°]

= EI(6(X) = E(5(X)) + E+(6(X)) — )]

= EI(6(X) = E(8(X)))* +2(5(X) — Ey(5(X))(E4(8(X)) =)
+(E(6(X) =7)7]

= E[(0(X) = E(8(X)’] + 2E4[(8(X) — E4(8(X)))(Ex(3(X)) = )]
+E[(E,(8(X)) = 1)’]

= Var,(5(X)) +2(E,(8(X)) = 7) E+[6(X) — By (8(X))] +(E4(8(X)) = )?

=0

= Var, (6(X)) + (B, (6(X)) — 7)?
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Der Mittlere Quadratische Fehler
E,[(8(X) = 7)] = Var,(8(X)) + (E,(8(X)) = 7)?

setzt sich also zusammen aus:
@ der Varianz der Schatzfunktion Var, (§(X)) und

@ dem Quadrat der Abweichung des Erwartungswertes der
Schatzfunktion vom wahren Parameter: (E,(5(X)) — v)?

Die Abweichung E,(6(X)) — v wird auch Verzerrung(Bias)
der Schatzfunktion genannt.
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Zielsetzung:

Verwendung einer Schatzfunktion mit minimalem Risiko fiir
jedes 7.

z.B.:

" Ratefunktionen” 0,,(X) = ao, d.h. der Schitzwert hangt
nicht vom Stichprobenergebnis ab, wird also " geraten”.

MQF einer Ratefunktion:

R(020:7) = Es[(620(X) = 7)1 = Ey(a0 — 7)? = (a0 —7)*
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Der MQF ist O fiir v = ag, d.h. eine Schatzfunktion, die der
Zielsetzung geniigt, miisste auch an der Stelle a9 mindestens
so gut sein wie die Ratefunktion mit dem Wert ag, also an
der Stelle ag den MQF 0 haben. Da ag beliebig gewahlt
werden kann, miisste diese Schatzfunktion iiberall den MQF
0 haben. Eine solche Schatzfunktion gibt es aber nicht.
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Folgerung:

Die oben angegebene Zielsetzung hat keine Losung: Es gibt
keine gleichmaBig (d.h. fiir alle ) beste Schatzfunktion unter
allen Schatzfunktionen.

Ausweg:
Die Verzerrung wird als systematischer Fehler betrachtet.
Man fordert daher E,(6(X)) —~ = 0 oder E,(5(X)) = 7.
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Definition:
Eine Schatzfunktion § : X —[ heiBt
erwartungstreu(unverzerrt, unbiased), wenn

E,(6(X)) =~ firalley el

gilt.

Also: Einschrankung auf erwartungstreue Schatzfunktionen.
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Damit ergibt sich die -neue- Zielsetzung:
Unter allen erwartungstreuen Schatzfunktionen wird die
gesucht, deren MQF

Var, (3(X)) + (Ey(3(X)) — 7)? = Var,(4(X))

minimal ist, also mit minimaler Varianz fiir alle v € I'. Eine
solche Schatzfunktion ist dann die gleichmé@Big(d.h. fiir alle
) beste Schatzfunktion unter den erwartungstreuen
Schitzfunktionen, kurz die gleichmaBig beste
erwartungstreue Schatzfunktion.
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Definition:

Eine Schatzfunktion § : X —T fiir einen Parameter v € T
heiBt gleichmaBig beste erwartungstreue Schatzfunktion
fiir den Parameter v, wenn sie erwartungstreu ist und fiir
jede erwartungstreue Schitzfunktion ¢’

Var,(6(X)) < Var,(6'(X)) fir alle y e T

gilt.
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Beispiele fiir erwartungstreue Schatzfunktionen:

1. Bernoulliverteilung
Vorgeschlagene Schatzfunktion
O(X1, .. Xp) = =5

n
>~ X; ist binomialverteilt mit Erwartungswert np.

i=1
Erwartungswert der Schatzfunktion ist damit p, sie ist

also erwartungstreu.
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2. Binomialverteilung B(m, p) mit Parameter p € [0, 1]
Vorgeschlagene Schatzfunktion

n
6(X1>"'7Xn):%'%zxi
i=1

n

> Xj ist B(nm, p)— verteilt mit Erwartungswert nmp.
i=1

Erwartungswert der Schatzfunktion ist damit p, sie ist

also erwartungstreu.
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3. Exponentialverteilung mit Parameter A > 0:
Vorgeschlagene Schatzfunktion:

S(X1, . Xy) = —

3=

e

Xj
i

1
n
Z, = Y_ X; ist Erlang-verteilt mit der Dichte:
i=1

A" n—1 —Az
—_— . Z . e
’Z,,,)\(Z) = (n=1)!

z<0
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Damit ist

n OOn A7
E o — o . n—1 7)\Zd
A<z,,) /z CES
0

Mit der Substitution w = \z:

nA > n—2 —w _ n
_(n—l)!/o w'T e dw—n_l)\

Die Schatzfunktion ist folglich nicht erwartungstreu fiir A.
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4. Normalverteilung
Parameter p
Vorgeschlagene Schatzfunktion:

n
0(x1y .-y Xn) = % > X
i=1
n
§(X1, ., Xn) = L0 X st N(u, © )-verteilt,
i=1

hat also den Ewartungswert p und ist damit erwartungstreu.
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5. Parameter ist der Erwartungswert der Zufallsvariable: E,(Y) = ~:
Der Stichprobenmittelwert

§(X1,.. . Xn) =157 X
i=1

hat den Erwartungswert E,(Y) =7, st also erwartungstreu.
Aber auch jede lineare Schatzfunktion

n n
5(X1,...,Xn) = Z a; X; mit Z a; =1
i=1 i=1

ist erwartungstreu.
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6. Parameter ist die Varianz der Zufallsvariable: Var,(Y) = :
Vorgeschlagene Schatzfunktion:

5(x1- - x) = 2 3 (x5 — %)

i=1

Ist diese Schatzfunktion erwartungstreu?
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i=1
1 < -
E( X)) - E(X?)
i=1

ELS X)) — B (Y - E,(%) + E,(Y)
i=1
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= IS E ) - (v - ven (%)
i=1
1o 1
= 3B - E(VR) - S Van(Y)

i=1

- %(nv‘%(y) — Var,(Y)) = = S Var, ()

Die Stichprobenvarianz ist nicht erwartungstreu fiir die Varianz
einer Verteilung.
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Bemerkung:

In den Beispielen 3. und 6. erhalten wir keine
erwartungstreuen Schatzfunktionen. Da aber die Verzerrung
bekannt ist, kann die Schatzfunktion entsprechend korrigiert
werden, indem wir mit dem Kehrwert des jeweiligen
“Fehlerfaktors" multiplizieren.

Beispiel: Exponentialverteilung

n

3=

Xi
1 i

Xi

1

n—1 1 n—1
’ n n
= =1

ist erwartungstreu fiir A.
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Beispiel: Varianz

n

nolL o 1 o
n_l.n;(xlx) —n_lz(leX)

i=1

Die korrigierte Stichprobenvarianz ist damit erwartungstreu
fiir die Varianz.
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Wie finden wir eine gleichmaBig beste erwartungstreue
Schatzfunktion?

Wenn wir eine vollstdndige und suffiziente Statistik beziiglich
dem gesuchten Parameter kennen, so sollten wir versuchen,
diese zu benutzen.

Sei T: X — X7 eine suffiziente und vollstindige Statistik
bzgl. .

6T : XT —T eine Schitzfunktion unter Verwendung von T
§T(T(x)) ist der Schatzwert zum Auswertungsergebnis T (x)
des Stichprobenergebnisses x.

6T ist erwartungstreu, wenn E, (67 (T(x))) = fir alley € T
gilt.
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Sind 8] und §] zwei erwartungstreue Schitzfunktionen, so
gilt

Eof (TOX))] =7 = E;[6] (T(X))], fiir alle 5
und wegen der Vollstandigkeit von T folgt

Py (8f (T(X)) = 65 (T(X))) = 1.

Die beiden Schatzfunktionen stimmen also fast sicher
tiberein. Es gibt also im wesentlichen nur eine
erwartungstreue Schatzfunktion unter Verwendung von T,
falls es liberhaupt eine erwartungstreue Schatzfunktion unter
Verwendung von T gibt.
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Damit ergeben sich folgende Fragen:
@ Gibt es eine erwartungstreue Schatzfunktion unter
Verwendung von T7?

© Wenn ja, ist diese dann -wie zu erwarten- die
gleichm3Big beste erwartungstreue Schatzfunktion?
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Zur ersten Frage:

Behauptung: Wenn es iiberhaupt eine erwartungstreue
Schéatzfunktion gibt, dann auch eine unter Verwendung von
T.

Begriindung:

Sei  eine erwartungstreue Schatzfunktion. Betrachten wir die
Teilbereiche von X mit jeweils libereinstimmendem
Auswertungsergebnis T(x) =t bei T. Variiert ¢ in diesen
Teilbereichen, so kann die Schatzfunktion moglicherweise
verbessert werden, indem wir sie in diesen Teilbereichen
glatten, d.h. die Variation und damit die Varianz reduzieren.
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Sei Y eine diskrete Zufallsvariable und X der zugehorige
Stichprobenvektor. Sei t ein Auswertungsergebnis bei T und
{x € X|T(x) = t} der zugehorige Teilbereich von X mit

Po(T(X) = 1) #0

Da T suffizient ist, ist P(X = x | T(X) =t)

unabhangig von .

Wir kénnen § in diesem Bereich glitten, indem wir die Werte
auf das mittlere Niveau, also den Erwartungswert in diesem
Bereich nivellieren:

EGX) [ T(X)=1t)= TZ(:H5(X)P(X =x[T(X)=1)
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EGX) | TX) =) = T;):ta(x)/:(x = x| T(X)=1)

Die rechte Seite ist unabhangig von -, also auch die linke
Seite und wir setzen

_J E[(X) [ T(X)=t]  Py(T(X)=1t)#0
u(t) = { 0 so)nst :

Dann ist u eine Schatzfunktion unter Verwendung von T:
6(X) = u(T(X)) ist erwartungstreu und
Var,(3(X)) < Var,(§)  (Antwort auf Frage 2)
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Haben wir also eine erwartungstreue Schatzfunktion
gefunden, so kdnnen wir durch Glattung in den Teilbereichen
T(x) = t die erwartungstreue Schatzfunktion finden, die die
suffiziente und vollstandige Stichprobenfunktion benutzt.
Diese ist dann gleichmaBig beste erwartungstreue
Schatzfunktion.
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Beispiel: Poissonverteilung
n
T(X1,--y%Xn) = D X
i=1
ist eine suffiziente und vollstindige Statistik fiir den
Parameter A der Poissonverteilung.

Xi ist identisch verteilt wie Y, d.h. §(X1,...,X,) = Xj ist
eine erwartungstreue Schatzfunktion fiir A, sicherlich keine
sehr gute, da nur der erste Stichprobenwert beriicksichtigt
wird.
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Wie lautet die geglattete Schatzfunktion?

u(t) = E@(X)| T(X)=1)
= ) PX=x]|T(X)=t)
x: T(x)=t
= > xPX=x|T(X)=t)
x: T(x)=t
= Y x S PKi=x, % =00, Xe=x | T(X)=1t)

n
X0y Xnt o Xj=t—x1
i=2

= Y xPX=x|T(X)=t)

x1 <t

Es soll zweimal >° _, durch 37, _, ersetzt werden.
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P(Xl = X1, T(X) = t)

P(Xl = X1 | T(X) = t)

P(T(X)=1)
P(Xy = xl,i;1 Xi=1)
) P(3. X =1
P(X, :xl,i:izx,- —t—x)
P(;Xf =t)
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P(X1 = Xl)P(.i X,' =t— Xl)
PXi=x | T(X)=1t) = _ =2
P(>- Xi=1)
i=1

N (e

(nA)t . e—n>\
t

!

[t (n—=1)
()
t n—1yt—a /1yx
- ()6
ist die Wahrscheinlichkeit der B(t, 1)-Verteilung mit Parameter]
p= % an der Stelle x.
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Damit ist u(t) der Erwartungswert einer
B(t, n~1)-Verteilung, also

u(t)=t-

3=

und die geglattete Schatzfunktion lautet
i(x) = u(Zx,-):%Zx,-:?
' i=1
Fiir die Varianzen der beiden Schitzfunktionen gilt:

Van, [0(X)] = L Var(Y) = 2 < X = Var\(X1) = Van(6(X))

~n
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GleichmaBig beste erwartungstreue Schatzfunktionen:
Nach Kapitel 4 gilt

n
T(x1,%2, -y Xn) = D X;
i=1

ist suffizient und vollstandig fiir den Parameter

o]

der Bernoulli-Verteilung

der Binomialverteilung B(m, p)

der Poisson-Verteilung

der Exponentialverteilung

u der Normalverteilung bei fester Varianz

(e

o 0
—_ s — O —
> >T T

e
Weiter gilt:

_ n

X = % > X; ist erwartungstreu fiir den Erwartungswert der

i=1
Verteilung von Y.
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Damit ist

X =

3=

n
> Xi
i=1

gleichmaBig beste erwartungstreue Schatzfunktion in den
Féllen a), c) und e).
Bei der Binomialverteilung (Fall b)) ist

X = T 2 X

erwartungstreu und damit GBE-Schatzfunktion.
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Bei der Exponentialverteilung (Fall d)) ist

-1

3

o

Xi

i=1

erwartungstreu und damit GBE-Schatzfunktion.
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Bemerkung:

Sei Y die exponentialverteilte Lebensdauer eines Gerits, es
gilt also

P(Y<t)=1—e Mfiirt>0

Dann ist A die Ausfallrate, d.h. der Anteil der pro Zeiteinheit
ausfallenden Gerite, und A\~ ! die erwartete Lebensdauer. Die
Aufgabe kann jetzt sowohl
@ Schitze die Ausfallrate mittels einer Stichprobe
als auch
@ Schitze die erwartete Lebensdauer 7 = A\~ mittels einer
Stichprobe
lauten.
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Fiir die Schatzwerte

A=l ynd 7 =%

2o X

i=1

gilt also nicht wie bei den zu schatzenden Werten, dass die
erwartete Lebensdauer der Kehrwert der Ausfallrate ist:

=1 r 2 1
T=x aber T#3
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GBE-Schatzfunktionen fiir die Parameter der
Normalverteilung:

1. p ist zu schitzen, o2 fest: s.0. X ist GBE-Schatzfunktion.

2. 02 ist zu schatzen, 1 ist bekannt:

ist suffizient und vollstindig beziiglich o2 (siehe Kap.4)
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3=
NE

I
N

(X; — p)? ist erwartungstreu fiir o2:

Er (06— ) = 1 D0 EalXs — Ea(X) + En(X) — )

: D IE((Xi = Ex2(X))?) + 2E52((Xi = En2(X))(En2(Xi) — 1))
n ) T

+(En2 (X)) = p)?]
0

1 n
= D Vare(X) = o7
i=1
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Damit ist
1 n
il X; — 2
p ,;( 1)

GBE-Schitzfunktion fiir 02 bei bekanntem .
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3. 41 und ¢ sind unbekannt und zu schitzen:
n

n
T(x) = (X xi, Y x?) ist suffizient und vollstandig fiir (i, 0?).
i=1 =1
_ n
X =1%"X; und
i=1
2 n _ n _
57(X) = nil _Zl(Xi - X)? = nil _leiz - nﬁlX2
1= 1=
sind erwartungstreu fiir ;1 und o2, verwenden die Statistik
und sind damit GBE-Schitzfunktionen fiir 1 und o2

Kapitel V - Erwartungstreue Schatzfunktionenf] 66



