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Aus Kapitel XI:
1. Bei einem Test zum Niveau « ist bei stetiger
Giitefunktion das Supremum der
Fehlerwahrscheinlichkeit 2.Art

2. Es gibt Testprobleme, fiir die es zu 0 < a < 1 keinen
gleichmaBig besten Test zum Niveau « gibt.

Bei einem Testproblem, zu dem es keinen gleichmiBig besten
Test zu gegebenem Niveau a mit 0 < a < 1 gibt, ist es eine
sinnvolle Forderung, nur solche Tests zuzulassen, deren
Fehlerwahrscheinlichkeit 2.Art nirgendwo groBer als 1 — « ist.
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Definition:

Ein Test 6 : x — {do,d1} zum Niveau a fiir Hy : v € T
gegen H; : v € T heiBt unverfalscht, wenn

Py(0,7) <1—a« firalley € Iy

gilt.

Bemerkung:

Dies bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese
abzulehnen, wenn sie falsch ist, mindestens so groB ist, wie
die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese abzulehnen, wenn
sie richtig ist:

1-— P//((S,’}/) Z Q.
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GleichmaBig beste Tests existieren haufig nicht

a) bei zweiseitigen Tests (s. Beispiel aus Kapitel XI)

b) bei Verteilungen mit mehreren Parametern, wenn sich
das Testproblem auf einen Parameter bezieht und
der/die andere(n) unbekannt ist/sind.
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Beispiel zu b):

Test zum Mittelwert der Normalverteilung bei unbekannter

Varianz,
Parameterraum der Normalverteilung

M= {(:uvo-Q)‘ He R, 02 € RJrJr}
R+ Menge der positiven reellen Zahlen
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Das Testproblem
Ho: nw<po  gegen Hi: > o
entspricht der Aufteilung des Parameterraums in
Fo = {(1,0°)| 1 € Rmit p < o, 0° € Ryy}
und

M= {(n,0%)| p € Rmit p > po, 0> € Ry}
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Aufteilung des Parameterraums bei Hyp : p < o gegen
Hi: p> o

Kapitel XII - GleichmiaBig beste unverfélschte Tests und Tests zur Normalverteilungll



2

Bei bekanntem o< ist
d Y>,uo+%'ul—a
6(x) = d % < o,
0 X < po + Jn o Ul-a

gleichmiBig bester Test zum Niveau « (u1—q ist
(1 — @)-Quantil der Standardnormalverteilung).
Die Konstruktion des Tests beruht darauf, dass bei
Mittelwert p

x|

— M
o
N

standardnormalverteilt ist.
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Bei unbekanntem o2 kann o durch einen Schitzwert ersetzt

werden.
Es gilt
X—u . G .
sy st t(n — 1)-verteilt (“t-verteilt” mit n — 1 Freiheitsgraden)
/n
n
mit $*(X) = | 15 3 (x; — X)? korrigierte

i=1
Stichprobenstandardabweichung

(Achtung: S*(X) ist nicht erwartungstreu fiir o, obwohl
5$*2(X) erwartungstreu fiir o2 ist)

Damit ersetzen wir o in § durch S*(X) und u;_, durch das
(1 — a)-Quantil der t(n — 1)-Verteilung t(n — 1)1_4.
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Der resultierende Test

di X>po+ Sf/(;)t( —Di-a

o(x) =
() do X<M0+Sj/(%()t(n Di-a

ist kein gleichmaBig bester Test zum Niveau «, aber ein
gleichmaBig bester unverfilschter Test zu Niveau a.
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Analog ist fiir

Ho:p>po  gegen  Hi:p<ppo

bei unbekannter Varianz

5()() B di X < pug— i\/g)t(n — 1)1—a
o x= o ZRt(n—1)1a

gleichmiaBig bester unverfalschter Test zum Niveau «, aber
kein gleichmaBig bester Test zum Niveau a.
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Beispiel zu a) Zweiseitige Tests zum Mittelwert einer
Normalverteilung:

Testsituation:

Ho:pw=mpo gegen  Hi:pF# o

Bemerkung:
Die umgekehrte Testsituation
Ho:p# po  gegen  Hi:p= po
sollte nicht angesetzt werden, da dann bei stetiger
Giitefunktion die Fehlerwahrscheinlichkeit 2. Art (I'; hat nur

das Element pg) bei einem Test zum Niveau o mindestens
1— aist.
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Naheliegend ist, die Nullhypothese abzulehnen wenn der
Stichprobenmittelwert stark von pg abweicht. Dies fiihrt zu

_fd X—pol>c
5(X)_{d0 |7—MQ‘SC

Gesucht ist ¢ zu vorgegebenem Niveau «. Bei Giiltigkeit von
Hp ist u = uo.
Gesucht ist also ¢ mit

Puo(|X = o > ¢) = a
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i) 02 bekannt:

Bei Mittelwert pg ist

X —
T/JO standardnormalverteilt(/N(0, 1)).
Vvn
Mit dem § - Quantil ug und dem (1 — ) - Quantil u-g
gilt damit
X — po
Ppq (U‘; SUSU13> =1-a
NG
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Wegen Us = —th_g ist dann

- o
P |X — po| > \ﬁul,% =«
—_———

Cc

Somit ist

di|X — pol > %ul,%
3(x) =
do X —pol < Fun-g

gleichmaBig bester unverfélschter Test zum Niveau a.
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ii) o unbekannt:
Bei Mittelwert pyg ist

X — o
5*(X)

t(n — 1) — verteilt.

x

S

Mit dem § - Quantil £(n — 1) und dem (1 — ) - Quantil
t(n—1);-2 gilt damit

X — po
5*(X)
vn

'DHO t(n_l)% <

<tln—1)1-g2 | =1-«
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Wegen t(n—1)a = —t(n—1);_g ist dann

S (X
\/ﬁ

~—

P ‘Y - ,UJ0| > t(n — 1)17% = Q.

(o

Somit ist
di X — pol > %t(n — 1)1,%
o(x) =
do [X— pio| < ZZe(n—1)1-g

ist gleichmaBig bester unverfalschter Test zum Niveau a.
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Einseitige Tests zur Varianz der Normalverteilung

i) Bei bekanntem Mittelwert p
Wie gesehen ist fiir das Testproblem

Ho:0* <03 gegen Hi:0®>0}

di _Zn,;(xi — )% > x*(n)1-a - 03
i(x) =

do 3 (xi —n)? < (Mo 03

gleichmaBig bester Test zum Niveau «.
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Ebenso ist fiir

Ho:0® >0} gegen Hy:0%<a}

d1 ;(x, —1)* < x*(n)a - 05
o(x) = ]
do g:o(xl - N)2 > Xz(”)a : ‘7%

gleichmaBig bester Test zum Niveau «.
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ii) Bei unbekanntem Mittelwert
Ersetzen wir den unbekannten Mittelwert 1 durch den
Schitzwert X, so ist bei Varianz o2

n
Xi — X)? _
I s N o
1 2 - ol - Z 2
1 n—1 i=1 0
x2(n — 1) — verteilt

Mit dem a-Quantil x%(n — 1), der x2(n — 1)-Verteilung gilt
damit fiir o3
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und fiir das Testproblem

Hy:0< 0(2) gegen Hy - % > 0(2)

ist

3

di S (x) =74 1(Xi —%)?>x*(n = 1-a0 57

(=%
—~
X
~—
I

I

-

do S*Q(X) = 11

n—

(6 2)? < x*(n = 11-a0h 525

Test zum Niveau «.
Man kann zeigen: ¢ ist gleichmaBig bester Test zum Niveau
.
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Entsprechend ist bei 03 mit dem (1 — «)-Quantil
X2(n - 1)1704

s (X)

n—1

PU% > x (n 11| =«

und fiir das Testproblem

HO:JZJg gegen H1:a<a(2)

Kapitel XII - GleichmaBig beste unverfélschte Tests und Tests zur Normalverteilungll

22



ist

iy 1 N~(o 52 2 o3
di S (x) = =1 Zl(x, —X)* < x(n—1)a7%
009 = 2 1 z YR %
do SU(x) =53 (i = X)* > x(n—1)ary
i=1

ein Test zum Niveau a.
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Es gilt:

0 ist gleichmaBig bester unverfalschter Test zum Niveau a.

Aber:

0 ist kein gleichmaBig bester Test zum Niveau a.
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Zweiseitige Tests zur Varianz der Normalverteilung

Das Testproblem lautet

Ho:a:ag gegen Hl:a;éag

(Wie bei den zweiseitigen Tests zum Mittelwert wird das
Testproblem mit vertauschten Hypothesen nicht verwendet.)
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Zweiseitige Tests zur Varianz der Normalverteilung

i) Bei bekanntem Mittelwert

Naheliegend ist es, wieder die TestgroBe

S6—uf baw. Sx)= 13 (- )

i=1 i=1

zu verwenden und Hp abzulehnen, wenn S?(x) stark von o3
abweicht. S2(x) ist ja GBE-Schitzfunktion fiir o2 bei

bekanntem Mittelwert pyg.
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Gesucht sind also Testschranken ¢y, ¢, so dass der Test

do a<Sx)<a
(x)=19 & S%(x) < oder ¢ < S%(x)

ein Test zum Niveau « ist.

52(2X) x2(n)-verteilt

Bei 08 ist

o,

(=)

3|
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Mit den Quantilen x2(n)a, und x?(n)1_a, gilt also

S2(X S2(X
P,z < (2 ) < Xz(n)m) + Py <>gz(n)1_a2 < ) )> =a1+ o
%

0.2
Z0
Gilt a1 + a2 = «, so ist
o2 o2
5(x) = { d° ()% < S20) < (M1, D
di

S2(x) < X2(M)ay 2 oder y2(n)1_a, D < S2(x)

ein Test zum Niveau «.
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Bemerkung:

a1 und as kdnnen so bestimmt werden, dass ¢ ein
gleichmaBig bester unverfélschter Test zum Niveau « ist.

Gilt a1 = ap = 7, so heiBt § Equal-Tails-Test. Wegen der
Asymmetrie der y2-Verteilung ist der Equal-Tails-Test nicht
unverfalscht (s. Abb.).

Bei Anwendungen wird dennoch in der Regel der
Equal-Tails-Test verwendet.
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Giitefunktion des “equal-tails-test” fiir verschiedene Werte

Kapitel XII - GleichmiaBig beste unverfélschte Tests und Tests zur Normalverteilungl

30



Damit sind die anschlieBenden Uberlegungen analog zu Fall i)
mit unbekanntem Mittelwert.

2 % %2
b An—1)g . <5700 <
0_2
X3(n=1)1-a 7%
* 2 — «
5(x) = di 57(x) <x*(n—1)a oder

ist Equal-Tails-Test zum Niveau «. § ist wiederum nicht
unverfilscht.
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Bemerkung:

Tests zur Normalverteilung sind von besonderer Bedeutung,
weil nach dem zentralen Grenzwertsatz

s Xi—n
Z=—=L  /n~N(01)
(o2

fiir X; u.i.v. mit E(X;) = p und Var(X;) = o2.

— Fiir eine Testsituation zum Erwartungswert kann man fiir
beliebige Verteilungen die Tests der Normalverteilung als
Approximation heranziehen, falls nur n geniigend groB ist
(meist n > 30).

Dies gilt insbesondere auch dann, wenn der Verteilungstyp
nicht bekannt ist.
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