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Nach der einfachen Testsituation wird jetzt das allgemeine
Testproblem behandelt:

F=ToUl,To#D#T1,ToNTy =0.
mit den Hypothesen:
Hy:v€ly und Hy:vel;
Beispiele:

< po M > fio
1= Ho 1 # Ko
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Eine Entscheidungsfunktion ¢ ist gleichmaBig bester Test
zum Niveau q,
wenn gilt

a) Pi(6,7) <« fiiralle 79 €T

b) fiir jeden anderen Test ' vom Niveau «
Pu(6,71) < Pu(0',7) fiiralle 71 €Ty

Seien 79 € g und 1 € 1 beliebig ausgewahlt, dann sind
wegen a) ¢ und ¢’ auch Tests zum Niveau « fiir

(*) Ho:v = gegen Hi:vy=n1.
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Daraus ergibt sich als Ansatz fiir die Bestimmung eines

gleichmaBig

besten Tests zum Niveau « fiir das Ausgangsproblem:

1. Zu jedem Parameterpaar (v9,7v1) mit 7o € o und

~v1 € ['1 bestimmen wir den Neyman-Pearson-Test fiir
das Problem (%) mit einer fiir dieses Paar bzgl. «
geeigneten Schranke fiir den
Wahrscheinlichkeitsquotienten

k (x) = { do:v =1 me(x) < Kyom
70,71 d]_ Y=7" Q’yo,’yl (X) > k’YOv'Vl

mit

Qs = P

f 1
x) bzw. Qo (x) = X ()

B qu’YO (X)

~

S
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2. Synthese dieser Tests zu einem Test:
Da die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art hochstens « sein
soll, wird die Entscheidung di nur getroffen, wenn man
sich bei jedem Paar (70,71) fiir di entscheidet. Also wird

do Qo1 (X) < kypyy  fiir mindestens
§(x) = ein Paar (7o, 71)
di Qi (X) > kyyqy  fiir alle Paare (v, 71)

als Synthese-Test gewahlt.
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Beispiel: Binomialverteilung

p = 0.1: Ausschusswahrscheinlichkeit fiir ein hergestelltes Teil
bei bisheriger Maschine

Behauptung des Anbieters einer neuen Anlage: p < 0.1

Hypothesen:
Hy:p>p=0.1 Hi:p<p=01

An fiinf Wochentagen wird jeweils eine Stichprobe vom
Umfang m = 6 entnommen und die Anzahl schlechter Teile
festgestellt:
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Die Anzahl schlechter Teile Y ist binomialverteilt mit
Parameter pund m=6 (B(6, p)).

n =5 Stichproben mit: (x1, x2, x3, xa, x5) = (0,0, 0, 1,0).
Fiir p1 < 0.1 < pg ist der Wahrscheinlichkeitsquotient

n

Z:lxi nm—zn: X;
_ Pu(X=x) _p (L-p) =
Q(X) - - n
'DPO(X = X) EX,‘ ”m—Xn:Xi

o (I—po) =

n n

_ <[31>;_2le (1_p1>nmi_zlx,-
Po 1—po

n
monoton fallend (p1 < po) in T(x) = > x;.
i=1
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Also gilt:
n
Qpo.pr (X) < k = in > Ck.
i=1
fiir geeignetes ¢k, das ganzzahlig gewahlt werden kann, da
n

> x; ganzzahlig ist.

b;mit ldsst sich der Neyman-Pearson-Test fiir p = pg gegen
p = p1 schrei-
ben als:
n
do:p=po > Xi = Cpy,py
6P07P1 (X) = 171
d:p=p1 ;x,' < Cpy,p1
1=

Kapitel X - GleichmaBig beste Tests zum Niveau off



Das Niveau des Tests ist
Pi(d, po) = poZX<CPoP1

Zu vorgegebenem « wird fiir jedes Paar (po, p1)

Cpo,p1

so bestimmt, dass gilt:

Pi(6, po) = Py ZX < Cpo.p1)

(Wegen des Fehlers 2. Art wird die Schranke méglichst groB
gewahlt.)
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Synthese der Tests:

n
do:p=>p > Xi 2 Cpopy
i=1
fiir mindestens ein Paar (po, p1)

n
di:p<p > Xi < Cpo.pr
i=1
fiir alle Paare (po, p1)
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oder mit ¢ := min{cpyp, | Po > P, 1 < B}

n
do:p>p > Xi=c

() = o
di:p<p ZX,'<C

i=1

Damit kann man auch die Tests ¢} fiir c =1,2,...
vergleichen und ein geeignetes ¢ auswédhlen, ohne zunachst
zu jedem Paar (po, p1) einen Test zu bestimmen.

Ein Vergleich basiert auf den Fehlerwahrscheinlichkeiten oder
dem Verlauf von OC-Funktion bzw. Giitefunktion.
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Die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art wird maximal fiir p = 0.1,

d.h.
07 ist vom Niveau ac = Py(d7, ) = G3p,c-1(0.1)

und natiirlich jedem hoheren Wert.

Fiir c =1 ist ac = 0.042..., fiir ¢ = 2 erhalten wir
ac = 0.183...

(siehe Abbildung)

Ist 67 ein gleichmaBig bester Test zu diesem Niveau a.?
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Zu zeigen:
Ist § ein weiterer Test zum Niveau a., so gilt

P (¢, p1) < Pu(6, p1) fiir alle pp < 0.1
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0% und ¢ sind Tests zum Niveau a. fiir

(x) Ho:p=0.1 gegen Hi:p=ps, fiir jedes p <O0.1.

0% ist ein Neyman-Pearson-Test zum Niveau ., also ein
bester Test zu
diesem Niveau.
Folglich gilt beziiglich der Testsituation (x)

Pi(6%, p1) < Pu(9, p1)
Die Fehlerwahrscheinlichkeiten der Testsituation (x) und der
Ausgangstestsituation Hy: p > p=0.1;Hi: p< p=0.1
stimmen aber iiberein.
0% ist ein gleichmaBig bester Test zum Niveau a.
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Entscheidend in diesem Beispiel ist:

1. Der Wahrscheinlichkeitsquotient ist fiir jedes
Parameterpaar monoton fallend in der Statistik
T(x)=>_x.

2. Der Schwellenwert 0.1 gehort zu .

Die Vorgehensweise fiihrt auch zum Ziel, wenn der
Wahrscheinlichkeitsquotient monoton steigend ist fiir jedes
Parameterpaar (z.B. bei den Hypothesen Hy : p < 0.1 gegen
Hy : p > 0.1). Wichtig ist die Einheitlichkeit.
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Wir scheitern aber dann, wenn es ein Paar (70,71),7 € lNo
und y1 € ', mit

monoton steigendem Wahrscheinlichkeitsquotienten und ein
Paar (75,71),7 € lo

und 74 € I'1 mit monoton fallendem
Wahrscheinlichkeitsquotienten gibt, denn

die Tests

[ do fir T(x)<c | do fir
P01 (X) _{ dp fir T(x)>c ’ und 0y 5 () = di fur
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fiihren zum Synthese-Test

Sem(x) = do fir T(x)<c oder T(x)>¢
)= dy il c<T(x)< <

dsyn ist aber kein Neyman-Pearson-Test.
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Vorgehensweise fiir die Ermittlung eines gleichmaBigen
besten Tests

zum Niveau « fiir ein Testproblem
Ho:v€ely gegen Hi:vyel;

1. Suche eine suffiziente (und vollstandige) Statistik T beziiglich ~.
2. Berechne fiir jedes Parameterpaar (y0,71),70 € o und 1 € I,
den Wahrscheinlichkeitsquotienten.

Uberpriife das Monotonieverhalten des Wahrscheinlichkeitsquo-
tienten in T(x).
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Falls
a) der Wahrscheinlichkeitsquotient einheitlich monoton
fallend ist:

o - {3 T2

ist eine geeignete Entscheidungsfunktion.
b) der Wahrscheinlichkeitsquotient einheitlich monoton
steigend ist:

@ a={ 3 TS

ist eine geeignete Entscheidungsfunktion.
c) kein einheiliches Monotonieverhalten vorliegt:
Breche das Verfahren ab.
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4. Bestimmung der Schranke c:
Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art bei 7 fiir einen
Parameterwert g in g : im Fall a)

P10z, 70) = Py (0(X) = di) = Pyo(T(X) < ¢)
im Fall b)

P1(02,70) = Py (0(X) = d1) = Py (T(X) > )
Suche Maximalstelle 75 in g und
Maximalwert o = P;(6%,~g) fiir c.
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Waihle ¢ so, dass

@ im stetigen Fall der Maximalwert mit dem gewiinschtem
Niveau iibereinstimmt:
a = af.
@ im diskreten Fall der Maximalwert af dem gewiinschten
Niveau @ am besten entspricht.
Ergebnis:
(1) bzw. (2) ist ein gleichm3aBig bester Test zum Niveau
ag = Pi(62,75)-
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Die Begriindung entspricht genau der Argumentation im
Beispiel.

Bemerkung:

Gibt es keine Maximalstelle und keinen Maximalwert fiir die
Fehler-

wahrscheinlichkeit 1. Art, so gibt es ein Supremum, da die
Fehlerwahrscheinlichkeit nach oben durch 1 beschrankt ist.
(1) bzw. (2) ist dann ein sinnvoller Test mit diesem
Supremum

als Niveau, es kann aber nicht in der selben Weise gefolgert
werden,

dass es sich um einen gleichmaBig besten Test zu diesem
Niveau handelt.
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Beispiel: Exponentialverteilung

Fiir eine Servicestelle soll getestet werden, ob die
“Ankunftsrate” A von Auftragen groBer als 5 ist.
Verteilungsannahme: Die Zeit zwischen den
Ankunftszeitpunkten zweier Auftrage
(“Zwischenankunftszeit”) ist exponentialverteilt mit
Parameter A

Hypothesen:

Ho: A2<5 gegen Hi:A>5
Entscheidungsgrundlage: Stichprobe mit Zuriicklegen vom

Umfang n.
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1. Suffiziente und vollstdndige Statistik ist:

n
T(x) = ZX,’
i=1
2. Fiir Ag <5 und A1 > 5 ist

A e~ MXi

()
Ao e Aoxi Ao

n
monoton fallend in T(x) = > x;.
i=1

fx () i

Qx) =

 fxo(x)

et
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3. Test

(1) de(x) iy
d T(x)= ;X, <c
P65, 00) = Py (02(X) =di) = Py, (T(X) => X< c>
i=1

ist monoton steigend in Ag.
Maximalstelle im Bereich <5 : \* =
Maximalwert: Fe,(n)5(c)
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Ergebnis:

(1) ist gleichmiBig bester Test zum Niveau Fer(n) 5(c)

a vorgegeben: Fe.(n) 5(c) L a

c ist das a—Quantil der Erlang-Verteilung mit Stufenzahl n
und Parameter A =5

Fiir n =10 und
a=0.05: ¢=1.085..
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In Kap. 9 wurde festgestellt, dass bei einigen Verteilungen
das Monotonieverhalten des Wahrscheinlichkeitsquotienten
von der GréBenbeziehung der Parameter, genauer davon
abhangt, ob

Y% <71 oder >

gilt.
Damit erhalten wir bei diesen Verteilungen ein einheitliches
Monotonieverhalten des Wahrscheinlichkeitsquotienten fiir
alle einseitigen Testprobleme:
(a) Ho:v<#% gegen Hi:v>%
bzw.
(b) Ho:v>% gegen Hi:v<#H
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Bei (a) ist die Aufteilung des Parameterraums:

lo= (_OO’S/]v M= (’7,00)
bei (b)

lo= [’?a OO), M= (—OO,:)'/)
1 liegt also jeweils nur auf einer Seite von gy, daher die
Bezeichnung
einseitig.
Es ist dann also bei der Ermittlung eines gleichmaBig besten
Tests zu gegebenem Niveau Schritt 4 durchzufiihren.
Bei den aufgefiihrten Beispielen ist die Maximalstelle jeweils
der Schwellenwert 7.
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Beispiel:
1. Poisson-Verteilung

Ho: A <A gegen Hi:A> A

Fiir Ag < A1 ist der Wahrscheinlichkeitsquotient monoton
steigend in

T(x) = Z X;.
i=1
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Der Test

do T(X) = Z Xi § C
() 5= B
d1 T(X) = Z Xj > C

mit ¢ =0,1,2,... ist also Kandidat fiir einen gleichmaBig

besten Test zu
einem noch zu bestimmenden, von ¢ abhangigen Niveau.
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Die Fehlerwahrscheinlichkeit 1. Art stimmt mit der
Giitefunktion im Bereich Iy iiberein.
Gitefunktion von 67 :

Gs:(\) = PA(0:(X) = ch) = Py( ZX > ¢)
- - (n)‘)k —n\
= ) PA(ZX,-:k): D e
k=c+1 i=1 k=c+1
< (nS\)k —n\
= 1—ZTe
k=0
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A<
C
(nN)* _ 5
él—ZT = a
k=0
o
(nA)* %
Z e = 11—«
|
2Kl

gesucht ist (1 — a)-Quantil der Poi(n))-Verteilung
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2. Normalverteilung

Ho : pp = po

Hy:p < po

Der Wahrscheinlichkeitsquotient ist einheitlich monoton
n

fallend in > x;.

i=1

1) dolx)=

ist Kandidat fiir einen gleichmaBig besten Test zu gegebenem

Niveau bei
geeignet gewihltem ¢’.
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Haufig formuliert man diesen Test mit dem
Stichprobenmittelwert

do X = % doxi >

(1) d6elx) = s
di X = % Z Xj <

i=1

Giitefunktion:

Gru(n) = Pul62(X) = dh) = P, (f,ixi«
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® ist als Verteilungsfunktion monoton steigend, also ist die
Giitefunktion

monoton fallend in p.

Maximalstelle: pg

Maximalwert:
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0% ist also ein gleichmaBig bester Test zum Niveau ..

Zu einem vorgegebenem Niveau « kann jetzt ¢ so bestimmt
werden, dass

Qe = « ist:

aczd)(\/ﬁc_alm) =a < ﬁc—g,uo = o Ya)

g
= c= o+ —nd)’l(a)

NG

Zahlenbeispiel:
wo =10,0 =0.02,n =10, = 0.05
Up.o5 = —Up.95 = —1.645
c =10 — 2921645 = 9.990

V10
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