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Untersuchung der Abhangigkeit

Hat die Untersuchung zweier Merkmale auf einer statistischen
Masse ergeben, dass eine Abhangigkeit zwischen diesen Merkmalen
besteht, so stellt sich unmittelbar die Frage, ob das Datenmaterial
Aussagen Uber die Art und die Starke der Abhangigkeit zulasst.
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Untersuchung der Abhangigkeit

Hat die Untersuchung zweier Merkmale auf einer statistischen
Masse ergeben, dass eine Abhangigkeit zwischen diesen Merkmalen
besteht, so stellt sich unmittelbar die Frage, ob das Datenmaterial
Aussagen Uber die Art und die Starke der Abhangigkeit zulasst.

Sind beide Merkmale quantitativ, so bestehen die Beobachtungen
aus Paaren reeller Zahlen. Einen intuitiven Eindruck iber die Art
der Abhangigkeit erhalt man durch das Streuungsdiagramm.
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Untersuchung der Abhangigkeit
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Abbildung 10.1 - Streuungsdiagramme mit Ahnlichkeit zu einer geometrischen Figur bzw. einem

Funktionsgraph.
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Untersuchung der Abhangigkeit
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Abbildung 10.1 - Streuungsdiagramme mit Ahnlichkeit zu einer geometrischen Figur bzw. einem

Funktionsgraph.

Es drangt sich die Uberlegung auf, dass die Daten sich dadurch ergeben, dass
ein funktionaler Zusammenhang zwischen den beiden Merkmalen vorliegt, der
z.B. durch Messfehler, individuelle Besonderheiten oder Abhangigkeiten mit

anderen Merkmalen (iberlagert ist.
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Untersuchung der Abhangigkeit

Annahmne
Den Beobachtungspaaren (xi, y1), (x2, ¥2), ..., (Xn, ¥n) liegt ein
linearer Zusammenhang (“Trend") zugrunde.
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Untersuchung der Abhangigkeit

Annahmne
Den Beobachtungspaaren (xi, y1), (x2, ¥2), ..., (Xn, ¥n) liegt ein
linearer Zusammenhang (“Trend") zugrunde.

Dieser lasst sich ausdriicken durch eine Funktion vom Typ

y =mx+ b,

wobei die Parameter m und b den Anstieg und den
y-Achsen-Abschnitt angeben.
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Untersuchung der Abhangigkeit

Annahmne
Den Beobachtungspaaren (xi, y1), (x2, ¥2), ..., (Xn, ¥n) liegt ein
linearer Zusammenhang (“Trend") zugrunde.

Dieser lasst sich ausdriicken durch eine Funktion vom Typ

y =mx+ b,

wobei die Parameter m und b den Anstieg und den
y-Achsen-Abschnitt angeben.

Aufgabe ist also, mit dem Datenmaterial die unbekannten
Werte m und b - zumindest ndherungsweise - zu bestimmen.
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Agenda

@ Untersuchung auf lineare Abhangigkeit
@ Methode der kleinsten Quadrate
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Methode der kleinsten Quadrate

Angenommen, m und b waren bekannt, so lieBe sich zu
jedem x-Wert der “Trendwert” y; ermitteln:

),7,' = mX,-—&—b.
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Methode der kleinsten Quadrate
Angenommen, m und b waren bekannt, so lieBe sich zu
jedem x-Wert der “Trendwert” y; ermitteln:

),7,' = mx; + b
Daraus ergébe sich dann auch die StorgroBe

Yi—Yi=yi— mx;—b.
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Methode der kleinsten Quadrate
Angenommen, m und b waren bekannt, so lieBe sich zu
jedem x-Wert der “Trendwert” y; ermitteln:

Vi = mx; + b.
Daraus ergébe sich dann auch die StorgroBe
Yi—Yi=yi— mx;—b.
Das Prinzip der linearen Regression - auch Methode der

kleinsten Quadrate genannt - ist:
Bestimme m und b so, dass die Summe der quadrierten StérgroBen

minimiert wird: .,
min Z(y,- — mx; — b)?
i=1
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Methode der kleinsten Quadrate

Nach partieller Differentiation nach m und b ergibt sich aus
der notwendigen Bedingung:

n
"ZX:}’: ZX:Z% %foyif)-(}_/
i=1

”.h — i= 1 i=1 —
n
DI SIS O
i=1 i=1 i=1
ZX Zyl leleyl
B — i= 1 i=1 )—/ )—(

n Z xf—(z X; )2
i=1 i=1

(hinreichende Bedingung priifen !)

Kapitel X - Lineare Regression



Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel 10.1
Gegeben sei die folgende Liste von Beobachtungspaaren:

(7:8), (7;7), (8;9), (10; 11), (11; 12), (14; 15), (17; 18), (17; 16), (19; 20), (18; 19).
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel 10.1

Gegeben sei die folgende Liste von Beobachtungspaaren:

(7:8), (7;7), (8;9), (10; 11), (11; 12), (14; 15), (17; 18), (17; 16), (19; 20), (18; 19).

Dann ist:

x| 7 7 8 10

11

14

17

17

19

18

128

x2 49 49 64 100

121

196

289

289

361

324

1842

yi| 8 7 90 11

12

15

18

16

20

19

135

xiy: | 56 49 72 110

132

210

306

272

380

342

1929
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel 10.1
Gegeben sei die folgende Liste von Beobachtungspaaren:

(7:8), (7;7), (8;9), (10; 11), (11; 12), (14; 15), (17; 18), (17; 16), (19; 20), (18; 19).

Dann ist:

x| 7 7 8 10 11 14 17 17 19 18| 128

x? |49 49 64 100 121 196 289 289 361 324 | 1842

yil| 8 7 9 11 12 15 18 16 20 19| 135

xiy; | 56 49 72 110 132 210 306 272 380 342 | 1929

und damit
N 10-1929—128-135 _ 2010 _
m 10-1842 1287 = 036 — 0-987,
A 1842-135-128-1020  _ 1758 _
b 2036 = 036 — 0-863.
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Methode der kleinsten Quadrate
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Abbildung 10.2 - Streuungsdiagramm und Regressionsgerade zu Beispiel 10.1
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Methode der kleinsten Quadrate

Bemerkung: Die Methode der kleinsten Quadrate lasst sich

Kapitel X - Lineare Regression

auch bei nichtlinearen Zusammenhangen
anwenden. Hierbei wird zunachst, soweit
moglich, eine Transformation der Daten
vorgenommen, so dass die transformierten
Daten zu einem linearen Zusammenhang
fihren. Fir die transformierten Daten lassen
sich die Parameter dann mit linearer Regression
bestimmen. AnschlieBend wird die
Transformation wieder riickgangig gemacht.
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel 10.2
Gegeben sind die Beobachtungspaare

(0;1.1),(1;2.5), (2;8), (3; 25), (4; 65).
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel 10.2
Gegeben sind die Beobachtungspaare

(0;1.1),(1;2.5), (2;8), (3; 25), (4; 65).

Aufgrund des starken Ansteigens der y-Werte wird eine
exponentielle Abhangigkeit vermutet:

ax

y = Ce

mit unbekanntem C und «.
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel 10.2
Gegeben sind die Beobachtungspaare

(0;1.1),(1;2.5), (2;8), (3; 25), (4; 65).

Aufgrund des starken Ansteigens der y-Werte wird eine
exponentielle Abhangigkeit vermutet:
ax

y = Ce

mit unbekanntem C und «. Durch Logarithmieren erhalt
man:

In(y) = In(Ce®™) = In C + ax, (linear)
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Methode der kleinsten Quadrate

Beispiel 10.2
Die lineare Regression liefert dann:
i 1 2 3 4 5 >
X; 0 1 2 3 4 10
x? 0 1 4 9 16 30
Vi 1.1 2.5 8 25 65
Iny; | .0953 .9163 2.0794 3.2189 4.1744 | 10.484
xi In y; 0 .9163 4.1589 9.6566 16.6975 | 31.429
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Methode der kleinsten Quadrate
Beispiel 10.2

Die lineare Regression liefert dann:

i 1 2 3 4 5 >
Xi 0 1 2 3 4 10
x? 0 1 4 9 16 30

vi| 11 25 8 25 65
Iny; | .0953 .9163 2.0794 3.2189 4.1744 | 10.484
x; Iny; 0 .9163 4.1589 9.6566 16.6975 | 31.429

o 3

&
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InC =

5-31.429—-10-10.484 __ 52 304
5-30—100 - =1 05

30-10.4845—01031.429 0 005 C = 1.005.
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Methode der kleinsten Quadrate
Beispiel 10.2

Die lineare Regression liefert dann:

i 1 2 3 4 5 >
Xi 0 1 2 3 4 10
x? 0 1 4 9 16 30

vi| 11 25 8 25 65
Iny; | .0953 .9163 2.0794 3.2189 4.1744 | 10.484
x; Iny; 0 .9163 4.1589 9.6566 16.6975 | 31.429

o 3

&

InC

5-31.429—-10-10.484 __ 52 304
5-30—100 =1 05

; 30-10.4845—01031.429 0 005 C = 1.005.

Daraus ergeben sich die y;-Werte:

i

1 2 3 4 5

~

Yi

1.005 2.872 8.207 23.453 67.020
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In (y)

p 0,0953

¢ 09163

¢ 20794

* 41744

©3,2189

0
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